


FAKULTAT FUR PHYSIK, Universitat Karlsruhe (TH) gg(lT
Physikalisches Praktikum P2 flr Physiker und Lehramtskandidaten

Versuch P2-71,74 Kreisel Raum F1-11

Dieser Versuch soll Ihnen ein Verstandnis fir die Bewegungsformen rotierender starrer Kérper vermitteln.
Im ersten Teil des Versuchs haben Sie die Gelegenheit, sich eingehend mit dem Erhaltungssatz fir den Dreh-
impuls auseinanderzusetzen. Im zweiten Teil beobachten Sie anhand eines kardanisch gelagerten Kreisels die
unterschiedlichen Bewegungsformen des starren Korpers und deuten diese mit Hilfe der Theorie. Als wich-
tige technische Anwendung der Kreiselgesetze wird Ihnen der Kreiselkompall im Modell vorgestellt.

Eine Zusammenfassung des notwendigen theoretischen Hintergrundes zu diesem Versuch sowie besondere
Hinweise zur Durchfiihrung der folgenden Aufgaben werden Ihnen in einer Vorbereitungshilfe zu diesem
Versuch gegeben.

Beachten Sie die Gefahrlichkeit des rotierenden Kreisels! Langes Haar muss gesichert werden
(Kopftuch, Stirnband 0.4.)!

Hinweise:

Den Antriebsmotor fiir den Kreisel immer im Rechtslauf und im Drehzahlbereich 0-3500 min™ betreiben und
vor jedem Kreiselanwurf die Drehzahl auf Null zurlckstellen! Vergewissern Sie sich vor jedem Kreisel-
anwurf, daR die biegsame Welle am Motorflansch fest aufsitzt und dal3 sie moglichst wenig gebogen ist.
Sorgen Sie durch geeignetes Andriicken fir einen guten mechanischen Kontakt der Sdgezahnkupplung.
Wenn Sie die biegsame Welle nicht bendtigen, lagern Sie diese bitte in gestreckter Haltung.

Beachten Sie:

Der Kreisel ist sehr teuer und empfindlich - behandeln Sie ihn mit Sorgfalt. Zum abbremsen des
Kreisels niemals ,,grobe Hebel* ansetzen, sondern nur mit den Lappen an der Welle zupacken.

Der Kreiselkorper ist tabu.

Aufgaben:

1. Die Drehimpulserhaltung. Uberlegen Sie sich Versuche zur Demonstration der Drehimpulserhaltung
anhand eines Drehschemels und eines Fahrradkreisels (Fahrradfelge mit Bleieinlage und Handgriffen an der
Achse). Flhren Sie diese Versuche durch.

2. Freie Achsen. In den Mittelpunkten der Seitenflachen einer ‘Zigarrenkiste' sind Osen angebracht.
Hangen Sie die Kiste an jeweils einer dieser Osen mit einem Draht an die Achse eines Elektromotors.
Beobachten Sie das Verhalten der Kiste, wenn sie in Rotation versetzt wird. Deuten Sie Ihre Beobachtungen.

3. Der kréftefreie Kreisel. Messen Sie die Nutationsfrequenz des symmetrischen Kreisels in Abhéngigkeit
von der Drehfrequenz um die Figurenachse. Wiederholen Sie diese Messung nach Anbringen der zylind-
rischen Zusatzgewichte an den duRReren Kardanrahmen. Tragen Sie die gemessenen Werte in einem Dia-
gramm auf.

4. Die Dampfung des Kreisels. Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels um die Figuren-
achse als Funktion der Zeit. Tragen Sie die gemessenen Werte in einem Diagramm auf.

5. Der Kreisel unter dem Einflul duBerer Drehmomente. Messen Sie beim nutationsfreien, sym-
metrischen Kreisel die Prézessionsfrequenz in Abhéngigkeit von der Drehfrequenz um die Figurenachse.
Schrauben Sie dazu einen Metallstab als Gewicht einseitig auf die Figurenachse. Tragen Sie die gemessenen
Werte in einem Diagramm auf.



6. Die Haupttragheitsmomente. Berechnen Sie aus den gemessenen Prézessions- und Nutationsfrequenz-
en die Haupttrdgheitsmomente des symmetrischen Kreisels unter Beruicksichtigung der zusétzlichen Trag-
heitsmomente der Kardanrahmen. Geben Sie eine Abschétzung fur die Masse des Rotors an.

7. Der Kreisel im beschleunigten Bezugssystem. Fir diesen Versuchsteil steht ein Kreisel zur Verfiigung,
dessen Standflache sich kippen lasst. Der innere Kardanrahmen ist mittels der Arretierfedern an die
Horizontalebene ,,gefesselt”. Weshalb die Kippung? Beobachten und deuten Sie die Bewegung der
Figurenachse nach Handanwurf des Kreisels und anschlieBendem Einschalten der Drehtischrotation.

Angaben:

Massen:

m (zyl. Gewicht) = (1000 £ 1) g pro Stlick

aufschraubbarer Stab (330 £ 1) g mit verschiebbarem Gewicht (375+ 1) g

Strecken:

Kreiselschwerpunkt - aufgeschraubtes zylindrisches Gewicht: (14.9 £ 0.1) cm
Durchmesser des zylindrischen Gewichtes: (4.00 + 0.01) cm

Kreiselschwerpunkt - &uferer Rand des inneren Kardanrahmens: (10.91 +0.03) cm
Durchmesser des Rotors: (13.50 £ 0.01) cm

Fehlerrechnung:
Zu Aufgabe 6 kann im Rahmen der obligatorischen Fehlerrechnungen im P2 und nach Absprache mit dem
Betreuer eine ausfuhrliche Fehlerrechnung durchgefiihrt werden.

Zubehor:

Drehstuhl und Fahrradkreisel,

Korper in Form einer Zigarrenkiste mit Osen zum Aufhangen an den drei verschiedenen Seiten
und Antriebsmotor dazu,

Kreisel in kardanischer Aufhdngung mit diversen Zusatzteilen,
Antriebsmotor fur den Kreisel mit biegsamer Welle und Motorsteuerung,
Drehtisch mit Antriebsmotor,

Holzkeil fir den geneigten Aufbau des Kreisels auf dem Drehtisch,

2 schwanenhalsgelagerte Photosensoren (mit integrierter Lichtquelle),

2 Frequenzzahler (Hameg HM8021-4) ,

Stoppuhr

Literatur:

Budo: Theoretische Mechanik, Par. 51, 58

Miller-Pouillet: Mechanik punktférmiger Massen, 1929, Bd. 1, Teil 1, Kap. 6, Par. 5--7, 9
Falk-Ruppel: Mechanik Relativitat Gravitation, Par. 27

Bergmann-Schéfer: Lehrbuch der Experimentalphysik, Bd. 1, Par. 39

Pohl: Mechanik, Akustik und Warmelehre, Par. 51, 52, 55, 56

Magnus: Kreisel, Theorie und Anwendungen
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0 Vorbemerkungen

In diesem Praktikumsversuch werden Koérper untersucht, die um Achsen durch ihren Schwerpunkt
rotieren. Bewegt sich ein Korper aus Massenpunkten dm mit den Ortsvektoren 7; um eine Rotati-
onsachse in w-Richtung mit der Winkelgeschwindigkeit w, so gilt fiir die Geschwindigkeit v; = & x77.
Damit gilt fiir den Drehimpuls des Gesamtkorpers:

E:ZL:Z@xﬁi:/fx(oxf)dm:@.w (1)

wobei O der (symmetrische) Trigheitstensor 2. Ordnung ist und folgende Form hat:

0= Iyx Iyy Iyz Iab = /(’FQ(Sab — xaacb)dm
Iza: Izy Izz

Im Allgemeinen sind die Elemente ober- und unterhalb der Hauptdiagonale ungleich Null, d.h.
bei einer Rotation fallen Drehimpuls und Rotationsachse nicht zwangsweise zusammen. Fiir die
Rotationsenergie des Gesamtkorpers gilt:

1 1
Eoor = / 517201m =-—gTeg =

L& (2)
Wegen &7 0@ = w?@TO0 = w?Oy ist der skalare Wert O des Trigheitstensors entlang einer Rota-
tionsachse é gegeben durch: O, = é7©¢. Die Flichen konstanten skalaren Triigheitsmomentes O
sind Rotationsellipsoide und werden als Trdgheitsellipsoid bezeichnet. Durch Hauptachsentrans-
formation kann der Tragheitstensor diagonalisiert werden, dann fallen die Koordinatenachsen mit
den Halbachsen des Trigheitsellipsoides, den Hauptachsen, zusammen. Die Diagonalelemente A,
B und C des diagonalisierten Trégheitstensors werden als Haupttrdigheitsmomente bezeichnet. Das
Trégheitsmoment in einer gegebenen Richtung mit den Winkeln «, 8 und « zu den Hauptachsen
betrégt:

O, = Acos’ a + Bcos® + Ccos® (3)

1 Drehimpulserhaltung

Zuniichst soll die Drehimpulserhaltung mit einem Fahrradkreisel und einem Drehschemel, auf dem
der Experimentator sitzt, untersucht werden. Das System Experimentator E, Drehschemel DS
und Fahrradkreisel FK ist nur um die z-Achse frei drehbar, sodass jeweils nur die z-Komponente
des Drehimpulses erhalten ist. Der Gesamtdrehimpuls setzt sich aus dem Drehimpuls Lpk des
Fahrradkreisels und dem Drehimpuls EDS des Gesamtsystems um die Drehschemelachse ohne
Beriicksichtigung der Kreiselrotation zusammen':

Eges = EFK + EDS

IDies kann man so einsehen: Wir zerlegen das Integral L= J 7 X vdm in das Integral iiber den Experimenta-
tor (konstante Winkelgeschwindigkeit wpg) und das Integral iiber den Fahrradkreisel. Fiir den Fahrradkreisel gilt
aufgrund der vektoriellen Addition von Geschwindigkeiten (@ sei der Vektor von der Drehachse des Schemels zur
Drehachse des Kreisels):

- /F % (WpsT + wrK (7 — @)) dm

= /Fx wpsrdm + /FX wrk (F— @)dm
Mit der Koordinatentransformation 7 = p'+ a folgt:
= /FX wpsTdm + /ﬁX wrrpdm + /El: X wpgpdm

Das erste Integral entspricht dem Drehimpuls des ruhenden Kreisels und ergibt zusammen mit dem Integral tiber
den Experimentator Lpg, das zweite Integral entspricht dem Drehimpuls Lpk des rotierenden Kreisels und das
dritte Integral verschwindet, da die Integration iiber ¢ Null ergibt:

/ @ X wpgpdm = p / / / wrk |al | sin ppdedzdp



Fiir die z-Komponente gilt speziell:
L, = Opk - sina - wpk + Opg - wps = const

Ableiten nach der Zeit fiithrt auf folgende Differentialgleichung:

d Ork d

s = T (sina - wpk) = —k— (sina - wrk) (4)

dt

Integration der Gleichung (4) ergibt:
wDSs (t) — WpSs (0) = -k (Sin Oé(t) . wFK(t) — sin a(()) * WEFK (O))
Je nach Anfangsbedingungen lassen sich nun verschiedene Versuche durchfiihren:

1. Experimentator und Fahrradkreisel (Achse senkrecht) drehen sich zunichst nicht,
wrk (0) = wps(0) = 0, a(t) = /2. Der Gesamtdrehimpuls in z-Richtung ist also Lges = 0.
Versetzt der Experimentator den Kreisel in Drehung, so bewegt er sich auf dem Drehstuhl
um den Faktor k langsamer in entgegengesetzter Drehrichtung:

wps(t) = =k - wpk (t)

2. Wie 1, Kreiselachse variabel. Der Gesamtdrehimpuls ist weiterhin 0, die Rotation des
Drehstuhls also entgegengesetzt zu der des Fahrradkreisels. Kippt der Experimentator die
Kreiselachse wéahrend des Versuchs, so édndert er die z-Komponente des Drehimpulses des
Fahrradkreisels und dndert damit die Winkelgeschwindigkeit des Stuhls. Fiir a = 0 (Kreise-
lachse waagrecht) bleibt der Stuhl in Ruhe, die Rotationsrichtungen fiir & < 0 und a > 0
sind entgegengesetzt:

wpSs (t) = —k-sin Oz(t) . wFK(t)

3. Ruhender Experimentator erhilt den drehenden Kreisel (Achse senkrecht) von
auflen, wps(0) = 0, wrk(0) = Wiy, a(t) = m/2. Der Gesamtdrehimpuls des Systems S in
z-Richtung betrigt nun Lges = Wi Es gilt:

st(t) =—k- (wFK(t) - ng)
Da wrk (0) = wiy gilt, bleibt der Drehschemel in Ruhe.

4. Wie 3, Kreiselachse variabel. Der Gesamtdrehimpuls des Systems ist Lges = a(0)wi.
Fiir «(0) = 0 ergibt sich Punkt 2. Es gilt nun:

wps(t) = —k - (sina(t) - wrk (t) — sina(0) - wiy)

Falls die Kreiselachse zu Beginn senkrecht («(0) = 7/2) stand, so ist a(t) < a(0). Dies bedeu-
tet, dass die Klammer negativ wird und somit Kreisel und Drehstuhl in die gleiche Richtung
rotieren: Da der Gesamtdrehimpuls konstant ist, muss der Drehstuhl den Drehimpuls des
Kreisels, der durch Kippen der Achse verkleinert wird, ergénzen.

In der Vorbereitungshilfe? wird folgende Konvention zur Bestimmung der Vorzeichen des Dre-
himpulses empfohlen: Das Vorzeichen von Lpg wird mit der Rechten-Hand-Regel bestimmt, wenn
man von oben auf den Drehstuhl blickt. H&lt man den Fahrradkreisel mit der linken Hand und
blickt auf die Seite des rechten (freien) Griffs, so wird das Vorzeichen der Drehrichtung mit der
Rechten-Hand-Regel bestimmt.

2[1], S. 4



2 Freie Achsen

In diesem Versuchsteil soll eine Kiste entlang verschiedener Achsen in Rotation versetzt werden.
Dazu besitzt sie Osen in den Seitenmitten, iiber die sie mit einem Draht an die Achse eines Motors
gehéngt werden kann.

Als freie Achsen eines Korpers werden diejenigen Achsen bezeichnet, um die der Kérper rotieren
kann, ohne dass sie extra gelagert werden miissen. L und & zeigen dann in dieselbe Richtung.
Falls Drehimpuls und Drehachse nicht zusammenfallen, tritt Nutation auf, d.h. die Richtung der
Drehachse @ndert sich und um eine konstante Drehachse zu erzwingen, muss die Achse gelagert
werden. Bei beliebigen Korpern entsprechen die freien Achsen zwei der Haupttrigheitsachsen:

[L=0-
= O weé1 + Opwpés + O w.e3 (5)

Es ist leicht ersichtlich, dass fiir ©, # ©p, # O, nur dann L || & gilt, wenn zwei der drei Koeffi-
zienten w; verschwinden®, die Rotation also entlang einer Hauptachse verliduft. Die Rotation um
die Hauptachse mit mittlerem Trigheitsmoment ist instabil, d.h. bei einer geringfiigigen Abwei-
chung von dieser Achse beginnt der Korper zu torkeln. Die freien Achsen entsprechen daher den
Hauptachsen mit dem groéfiten bzw. kleinsten Haupttriagheitsmoment.

Das grofite Haupttragheitsmoment entspricht der kiirzesten Achse durch den Schwerpunkt der
Kiste, das kleinste der laingsten Achse. Rotiert die Kiste um die mittlere Haupttrigheitsachse, so
wird sie nach einer Storung taumeln und sich schliellich entlang der grofiten Haupttrigheitsachse
ausrichten. Analog wiirde sie sich verhalten, wenn man sie an einem beliebigen Punkt aufhéngt.

Iy <lp <l

Cc

Haupttrigheitsachsen der Kiste?

3 Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Ein Kreisel ist ein starrer Korper, dessen Bewegung durch einen Fixpunkt festgelegt ist®. Wihlt
man als Fixpunkt den Schwerpunkt S und unterstiitzt den Kreisel dort, so wirken keine Dreh-
dL 7

momente auf ihn und man spricht vom krdiftefreien Kreisel. Aus G = M = 0 folgt, dass der

Drehimpuls L erhalten ist.

Bei einem symmetrischen Kreisel fallen zwei Haupttragheitsmomente zusammen, ©, = ©.
Die dritte Haupttrigheitsachse wird als Figurenachse bezeichnet. Im Normalfall rotiert der Kreisel
stabil um seine Figurenachse ¢ (freie Achse, siehe vorige Aufgabe). Gibt man ihm nun einen Stof,
so fallen Rotations- und Figurenachse nicht mehr zusammen und die Figurenachse beginnt sich zu
drehen. Dieser Effekt heif3t Nutation und wird im Folgenden untersucht.

Aus dem Hauptachsensystem des Kreisels (kein Inertialsystem!) betrachtet ergibt sich: Da-
mit der Betrag des Drehimpulses konstant ist, liegt die Spitze des Drehimpulsvektors auf einer
Kugeloberfliche mit Radius |E| = const um den Schwerpunkt des Kreisels:

L2 12 L2
1_§+ﬁ+ﬁ

3Sonderfille gelten bei sphéirischen (Ba = Op = O, alle Achsen sind frei) oder symmetrischen Kreiseln (0@, =
Oy # O, alle Achsen senkrecht zur Symmetrieachse sind frei) Vgl. [2], Kap. 5.7.3.

412], S. 157.

5[1], S. 1.



Da der Kreisel nach dem Anstoflen von auflen nicht mehr beeinflusst wird, gilt der Energieerhal-
tungssatz, d.h. F,o; = const. Im Hauptachsensystem des Kreisels ergibt sich durch Kombination
von (2) und (5):

Eow=-L-&

=N =

= = (O.w: + Opw; + O.w?) (6)

o
S 2\0, 6, 6,

[\

Dies ist die Gleichung eines Rotationsellipsoides. Um Energie- und Impulserhaltung zugleich erfiil-
len zu kénnen, muss der Drehimpulsvektor auf der Schnittkurve dieses Energieellipsoides mit der
Drehimpulskugel liegen. Im Fall des symmetrischen Kreisels ist diese Schnittkurve ein Kreis. Da
die Rotation um die Figurenachse w, = & - ¢ konstant ist®, muss sich & ebenfalls auf einem Kegel
mit der Rotationsachse ¢ bewegen.

Im Laborsystem (Inertialsystem) ist der Drehimpulsvektor eine Erhaltungsgréfie und somit
in Betrag und Richtung konstant. Aus (2) folgt:

—_

FErot = 5&5 . L = const
Folglich ist die Projektion von & auf L zeitlich konstant, d.h. der Endpunkt von & liegt in einer
festen Ebene F,ox = const, der invariablen Ebene. Bildet man in Gleichung (6) VE,ot = 0 -d = E,
so sieht man, dass die Tangentialebene des Energieellipsoides stets senkrecht auf den Drehimpuls
steht. Dies gilt natiirlich auch im Laborsystem?, d.h. das Energieellipsoid rollt auf der invariablen
Ebene ab. Diese Bewegung wird durch folgende Kegel beschrieben:

e Die Spurkurve des Ellipsoides in der invariablen Ebene ist der Schnitt des raumfesten Rast-
polkegels (Kegelachse: Drehimpuls L) mit der invariablen Ebene.

e Die Polkurve, die die Ebene auf dem Ellipsoid hinterlésst, ist der Schnitt des korperfesten
Gangpolkegels (Kegelachse: Figurenachse ¢) mit dem Energieellipsoid.

e Die Figurenachse durchliauft den Nutationskegel um die Drehimpulsachse.

Figurenachse

momentane
Drehachse

Impulsachse

Rastpolkegel

Nutationskegel

Gangpolkegel

Die Kegel der Kreiselbewegung eines abgeplatteten Kreisels®
Dabei gelten folgende Zusammenhéinge:
e Die Spitzen aller Kegel liegen im Schwerpunkt S des Kreisels.
e Die momentane Drehachse ist die Beriihrungslinie zwischen Gang- und Rastpolkegel.

e Bei einem abgeplatteten Kreisel ist die Figurenachse die Haupttrégheitsachse mit dem grafsten
Trégheitsmoment. Der Gangpolkegel umschlie$t dann wie abgebildet den Rastpolkegel, d.h.
er rollt mit seiner Innenseite auf dem Rastpolkegel ab.

SDies kann man z.B. aus den Euler’schen Gleichungen des kriftefreien symmetrischen Kreisels ersehen.
7allerdings wird hier die Rechnung schwieriger.
8https://lp.uni-goettingen.de/get/originalimage/4209, 2012-04-05.
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e Bei einem verldngerten Kreisel besitzt die Figurenachse das kleinste Trigheitsmoment. Der
Gangpolkegel rollt dann mit seiner Auflenseite auf dem Rastpolkegel ab.

Die Nutationsfrequenz w,,, mit der die Figurenachse um die Drehimpulsachse rotiert, erhlt
man durch Zerlegung von & in einen Anteil parallel zu L und einen Anteil parallel zu ¢. Fiir kleine
Offnungswinkel der Kegel gilt, wie in der Vorbereitungshilfe hergeleitet:

Wp = — W (7)

In der Praxis héngt der Kreisel jedoch in einer Kardan-Aufhéingung. Dadurch miissen bei Bewe-
gungen senkrecht zur Kreiselachse der innere bzw. sogar beide Kardanrahmen mitbewegt werden.
Die Gleichung (7) muss daher korrigiert werden:

O,
JaB "

mit (fiir symmetrische Kreisel gilt weiterhin @Kreisel = @Kreisel),

Wy =

(8)

A= @aKrciscl + @}lnncnkardan + @(llkuﬁ»cnkardan
B = @})(reisel + @innenkardan

Zur Messung der Kreiselfrequenz ist auf dem Kreisel ein Reflektor angebracht. Dieser wird
mit einem Laser beleuchtet. Ein Fototransistor nimmt das so erzeugte periodische Lichtsignal auf
und wandelt es in elektrische Pulse um, die mit einem Frequenzzéahler ausgewertet werden.

Die Messung der Nutationsfrequenz verliuft analog mit einer zweiten Laser-Fototransistor-
Kombination. Die Messapparaturen sollen am A-Eingang der Frequenzzihler angeschlossen werden
und die Parameter ,, Auto-Triggerung” sowie Dampfung ,,1-25* verwendet werden. Die Drehfre-
quenz des Kreisels soll anfangs bei 1000 min~! ~ 17 s~! liegen und anschlieflend alle 0,5 s~ eine
Messung durchgefiithrt werden (ca 35 Stiick also).

In einem zweiten Versuchsteil wird das Tréagheitsmoment des dufleren Kardanrahmens durch
zwei Zusatzgewichte auf der inneren Kardanachse vergroflert. Damit das Tragheitsmoment des
inneren Rahmens nicht verdndert wird, diirfen sich die Gewichte nicht mit dem inneren Rahmen
mitdrehen kénnen. Das zusétzliche Tragheitsmoment des dufleren Kardanrahmens kann mit dem
Steiner’schen Satz berechnet werden. R sei der Radius der Zylinder, m ihre Masse und [ der
Abstand der Zylinderachsen von der Drehachse des dufleren Kardanrahmens:

qus = 2'@Zyl+2'mZy1 '12 = Mzyl (R2 +2l2)

4 Dampfung des Kreisels

In diesem Versuchsteil soll die Dampfung des Kreisels untersucht werden. Der Kreisel wird zun#chst
auf 2000 min~! ~ 33 s~ beschleunigt. Mit der Messstoppvorrichtung wird dann alle 30 s die
aktuelle Drehfrequenz abgelesen, bis der Kreisel zur Ruhe gekommen ist.

5 Kreisel unter dem Einflufl duerer Drehmomente

Nun wird das Verhalten des Kreisels untersucht, wenn ein Drehmoment M = L senkrecht zum
Drehimpulsvektor an ihm angreift?. Bringt man dazu ein Gewicht am Kreisel an, so erzeugt es das
Drehmoment M = 7 x mgé,. Unter der Annahme, dass die Figenrotation w des Kreisels sehr viel

grofler ist, als seine Priizessionsfrequenz wy, folgt daraus!®:
v = dp dL 1 M r-m-g
M=4&, x L o= = "—._ = - ____ 9 9
“r ST w I T e w )

9Ein Drehmoment parallel zum Drehimpulsvektor beschleunigt oder verzdgert die Rotation des Kreisels und
fithrt ansonsten zu keiner weiteren Bewegung des Kreisels.
001], 8. 11 f.



Es ist zu beachten, dass Gleichung (9) nur die mittlere Prézessionsfrequenz darstellt. Der Prézession
des Kreisels ist eine Nutation iiberlagert, die dadurch hervorgerufen wird, dass der Kreisel zunéchst
unter dem &dufleren Drehmoment absinkt und erst dann die Prézessionsbewegung beginnt. Sie ist
jedoch bei hoher Eigenrotation w des Kreisels kaum beobachtbar, da sie durch Lagerreibung rasch
geddmpft wird. Man spricht daher von Pseudoregulédrer Prézession.

Zur Messung der Prizessionsfrequenz wird ein Gewicht an einer Stange am inneren Kard-
anrahmen in der Verldngerung der Kreiselachse befestigt. Um das Absinken des Kreisels zu Beginn
der Messung zu kompensieren, soll die Kreiselachse anfangs leicht nach oben weisen. Die Nutation
ldsst sich beim Start durch einen kleinen Stofl in Richtung der Prizessionsbewegung minimieren
und spéater durch Dampfen des inneren Kardanrahmens von Hand vermindern. Die Eigenrotati-
onsfrequenz des Kreisels wird wie in der vorigen Aufgabe mit der Laser-Lichtschranke bestimmt.
Sofern die Bewegung des dufleren Kardanrahmens nicht ebenfalls durch eine Lichtschranke gemes-
sen werden kann, muss die Umlaufzeit von Hand gestoppt werden. Da die Prizessionsfrequenz ein
Mittelwert ist, muss als mittlere Drehfrequenz des Kreisels der Mittelwert der Drehzahlen zu Be-
ginn und Ende der Messung verwendet werden. Der Kreisel soll zunéchst auf 1000 min~* ~ 17 s~!
beschleunigt werden.

6 Haupttrigheitsmomente

Nun sollen die Haupttrigheitsmomente des Kreisels aus den gemessenen Nutations- und Pré-
zessionsfrequenzen errechnet werden und die Masse des Rotors abgeschéitzt werden. Bendtigt wer-
den dazu die Gleichungen (8) und (9):

O,
Jig "

A= @i(relsel + @}Lnnenkardan + @ﬁuﬁenkardan

(8a)

Wp =

B = @lI)(relsel + @innenkardan
r-m-g 1

Y=o o (9a)

Aus (9a) und der Regressionsgerade aus Aufgabe 5 kann O, bestimmt werden. Setzt man dieses
Ergebnis in (8a) ein, so kénnen mit den Regressionsgeraden aus Aufgabe 3 die Werte A und B
bestimmt werden. Dariiber erhélt man wiederum ©, = ©, des Rotors. Gleichzeitig kann aus O,
und dem Radius des Rotors seine Masse bestimmt werden:

) 27 h R ) M 1 . 1 )
c /7" m /7/0 /0 /O rT-rarazde 3 w-h 1 5

Der so ermittelte Wert fiir M gilt nur ndherungsweise, da die Achse, an der der Rotorkorper hingt,
und die Lager ebenfalls Trigheitsmomente besitzen, die hier vernachléssigt wurden.

7 Kreisel im beschleunigten Bezugssystem

Zuletzt soll der Kreiselkompass als Anwendung der oben untersuchten Kreiselgesetze niher be-
trachtet werden. Es handelt sich um einen Kreisel (Rotationsfrequenz w um die Figurenachse),
der sich in seiner Aufhingung nur horizontal drehen kann (man sagt, er ist horizontal gebunden).
Dadurch wirkt der Horizontalanteil & der Erdrotation &, als Zwangsdrehung auf ihn. Der Kreisel

erfihrt dadurch das Drehmoment M L= (DH x L und iibt somit das Drehmoment

Mj_:—MJ_:LXcD’H:@cw-w”-sin(b

auf sein Lager aus, wobei ¢ der Winkel zwischen L und @) ist.
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Drehimpuls und Drehmoment beim Kreiselkompass in der geographischen Breite «

Da &, in Nord-Siid-Richtung zeigt (Drehachse der Erde), zeigt &) als Projektion in die Horizontal-

ebene auch nach Norden. M ' steht senkrecht auf die Erdoberfliche und dreht den Kreisel in der
Horizontalebene solange, bis bei ¢ = 0 das Drehmoment verschwindet. Die Kreiselachse schwingt
sich daher mit der Zeit auf die Nordrichtung ein. Wegen w| = we - cos a versagt der Kreiselkom-

pass am Nord- oder Siidpol (geographische Breite a = +90°), dort ist keine Nord-Siid-Richtung
definiert.

Da die Winkelgeschwindigkeit der Erdachse (|&.| = 7,27 - 1075 s~!) sehr klein ist, muss der
Kreisel einen sehr hohen Drehimpuls besitzen, um die Lagerreibung iiberwinden zu kénnen und sich
nach Norden zu drehen. Deshalb simulieren wir die Erdrotation durch einen Drehtisch (grofieres
we), sodass der Kreisel nicht so schnell rotieren muss. Steht der Kreisel mit arretiertem Innen-
kardan (horizontale Bindung) direkt auf dem Drehtisch, so entspricht dies einem Kreiselkompass
am Nordpol. Durch Unterlegen eines Holzkeils kann die geographische Breite o =~ 30° simuliert
werden. Auch bei diesem Experiment mit dem Drehtisch soll der Schwerpunkt des Systems auf der

Drehachse des Tisches liegen, damit keine seitlichen Drehmomente auf das Lager des Drehtisches
wirken.
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1 Drehimpulserhaltung

Im ersten Versuch demonstrierten wir die Drehimpulserhaltung mit einem Drehschemel und einem
Fahrradkreisel. Wir fithrten die in der Vorbereitung aufgefiihrten Versuche durch und konnten
unsere Vorhersagen qualitativ bestédtigen.

Da der Drehschemel nicht exakt waagrecht stand, erfuhr der er ein weiteres Drehmoment, wenn
wir nicht exakt tiber der Drehachse salen. Der Schemel drehte sich dann immer in die Position,
an der der Schwerpunkt des Experimentierenden am niedrigsten lag. Dieser Effekt iiberlagerte die
Effekte der Drehimpulserhaltung.

Zusétzlich zu den in der Vorbereitung erklidrten Versuchen fiithrten wir auch folgendes Experi-
ment durch: Der Experimentator hélt zwei Gewichte in der Hand und streckt die Arme waagrecht
aus. Versetzt man ihn in Drehung und zieht er dann die Arme an den Korper, so steigert sich seine
Winkelgeschwindigkeit. Durch das Heranziehen der Arme verkleinert sich das Tragheitsmoment
des Experimentators um die Rotationsachse. Da der Drehimpuls erhalten sein muss, erhdht sich
nach L = © - w seine Winkelgeschwindigkeit.

Wir konnten die Drehimpulserhaltung also experimentell bestéatigen.

2 Freie Achsen

Nun untersuchten wird das Rotationsverhalten eines Quaders um seine Hauptachsen. Der Draht,
iitber den der Motor mit der Kiste verbunden wurde, war krumm und bog sich bei hohen Rotati-
onsfrequenzen stark durch. Dadurch wirkten stérende Drehmomente auf die Rotationsachsen.

Die Rotation um die Hauptachse mit dem grofiten Trégheitsmoment (in dieser Richtung ist
die Figurenachse am kiirzesten) war stabil. Bei Rotation um die Achse des mittleren Trigheits-
momentes wurde der Quader durch die Stérungen ins Torkeln gebracht und rotierte anschlie-
Bend um die Achse des grofiten Trigheitsmomentes. Die Rotation um die Achse des kleinsten
Trégheitsmomentes war zunéchst stabil. Erst als wir die Storungen durch sehr schnelle Rotation
stark erhohten, torkelte der Quader und rotierte anschliefend stabil um die Achse des gréfiten
Tragheitsmomentes.

Der Quader besitzt folglich die Achse des grofiten und kleinsten Trigheitsmomentes als freie
Achsen. Allerdings ist die Achse des kleinsten Trégheitsmomentes nur stabil, solange die Stérungen
einen bestimmten Grenzwert nicht {iberschreiten.

3 Kriftefreier Kreisel

Wir beschleunigten den Kreisel zunéchst auf 19 Umdrehungen/s. Wiahrend er durch Reibung lang-
sam seine Eigenrotation w verringerte, schlugen wir immer wieder auf den inneren Kardanrahmen



und bestimmten die Nutationsfrequenz wyusation. Beide Frequenzen wurden mit Lichtschranken
und einem Frequenzzihler bestimmt, wobei diese die Drehzahl d (Umdrehungen pro Sekunde) an-
statt der Kreisfrequenz anzeigten. Die Anzeige an den Frequenzzihlern schwankte in der ersten
Nachkommastelle, daher rechnen wir mit einem systematischen Fehler von A(d) = A(dNutation) =
0,1s71.

Bei einer zweiten Messung brachten wir an der Achse des inneren Kardanrahmens Gewichte an,
um das Trégheitsmoment um die duflere Kardanachse zu erhthen. Die Gewichte verursachten ein
zusétzliches Trigheitsmoment!®, sich nach dem Steiner’schen Satz aus der Masse m der Zylinder,
ihren Durchmessern d und dem Abstand [ der Zylinderschwerpunkte zur vertikalen Kardanachse
ergibt. Den Fehler berechneten wir mit Gaufy’scher Fehlerfortpflanzung;:

d 2
OGewichte = M ((2) + 2l2>

0,04m)>
1kg<< d ) +2.(0,149m)2> =448,0-10"* kgm?

2

2 2 2
A(GGewichte) = \/(CfJl + 212> : A(m)2 + WQdZ : A(d)2 + 16m2(2 . A(l)2

9 2
[((O’ij) +2-(0, 149m)2) (0,001 kg)*

1/2

4 2
2, (0,04m)" (1-107*m)? + 16 - (1kg)? - (0,149 m)? - (0,001 m)?

+(1kg)

=6,0-10"% kgm?
Wir erhielten somit:
Ocewichte £ A(OGewichte) = (448,04 6,0) - 10~* kgm?
Die Nutationsfrequenz héngt linear von der Drehfrequenz des Kreisels ab:
O
WNutation = JA. B tw

A= @(Il(relsel + G)flnnenkardan + GaAuBenkardan

B = QZI){relsel + (__)})nnenkardan

Dabei ist ¢ die Figurenachse des Kreisels und a und b die Kardanachsen. Unsere Messergebnisse
zeigt Abbildung 1. Mit Gnuplot fiihrten wir eine lineare Regression durch. Es ergaben sich folgende
Steigungen:

Lineare Regression zu Aufgabe 3

| Steigung m,, - 10~* | statistischer Fehler o(m,,) - 10~*

5043, 74 19,48
2820, 38 9,45

ohne Gewichte
mit Gewichten

Die Messwerte zeigen deutlich einen linearen Zusammenhang, die statistischen Fehler der Ge-
radensteigungen sind dementsprechend sehr gering.
4 Dampfung des Kreisels

Nun untersuchten wir die Dampfung des Kreisels. Dazu beschleunigten wir ihn auf 33 Umdreh-
ungen/s und mafen alle 30 s seine momentane Drehzahl. Die Messwerte zeigt Abbildung 2. Man

Tm Folgenden ist A(f) der systematische Messfehler der Gréfie f und o(f) ihr statistischer Fehler. Sofern nicht
anders vermerkt, werden Messwerte in der Form f 4+ o(f) & A(f) angegeben.
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Abbildung 1: Zusammenhang zwischen Nutations- und Drehfrequenz des Kreisels
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Abbildung 2: Dampfung des Kreisels



erkennt, dass die Ddmpfungskurve zu Beginn einen exponentiellen Abfall zeigt. Gegen Ende treten
offensichtlich weitere Reibungsterme auf.

5 Kreisel mit dufleren Drehmomenten

In dieser Aufgabe bestimmten wir die Prizessionsfrequenz des Kreisels in Abhéingigkeit von seiner
Eigenrotation. Dazu hingten wir ein Gewicht in unterschiedlichen Abstéinden vom Kreiselschwer-
punkt an eine Stange in der Verldngerung seiner Figurenachse. Es verursacht das Drehmoment

M =1r-mg-cosa

senkrecht zur Figurenachse, wobei a den Winkel zwischen der Figurenachse und der Horizontalen
darstellt. Fiir den Zusammenhang zwischen Prézessions-Kreisfrequenz und Eigenrotation gilt:
r-mg-cosa 1
Wy == ————n ¢ —
P O. w
Wir fiihrten drei Versuche durch: Zunéchst wurde lediglich der Stab angebracht. Dann setzten wir
direkt am dufleren Kardanrahmen ein zusétzliches Gewicht auf die Stange. Schlief3lich positionierten
wir das Gewicht etwa in der Mitte der Stange. Dadurch verschob sich jeweils der gemeinsame
Schwerpunkt, in dem die Gewichtskraft angreift, und sein Abstand vom Kreisel. Die resultierenden
Massen und Schwerpunkte sowie den Startwinkel der Stange zeigt folgende Tabelle:

| 7 (em) [ A(r) (em) | m (g) | A(m) (g) | o (°) | Ala) (°)

nur Stab 32,5 0,2 330 1 5 10
Stab, Gewicht am Kardan 23,7 0,2 705 1,4 30 10
Stab, Gewicht in der Mitte || 33,0 0,3 705 1,4 25 10

)

Den Winkeln « konnten wir am Versuchsaufbau nur grob abschétzen, daher sind hier die relati-
ven Messfehler sehr grofl. Wir trugen unsere Messergebnisse linearisiert auf und bestimmten mit
Gnuplot die Steigung der Regressionsgeraden. Die Ergebnisse zeigt Abbildung 3.

Lineare Regression zu Aufgabe 5

| Steigung m, (s72) | o(m,) (s72)
Stab 82,7 0,4
Stab, Gewicht am Kardan 137,4 1,6
Stab, Gewicht in der Mitte 197, 7 3,2

6 Haupttriagheitsmomente

Aus den Messwerten der vorherigen Aufgaben bestimmten wir nun die Haupttrigheitsmomente des
Kreisels unter Beriicksichtigung der zuséitzlichen Triagheitsmomente der Kardanrahmen. Aus den
Messwerten aus Aufgabe 5 kann man das Tragheitsmoment O, um die Figurenachse des Kreisels

berechnen:
7. mg - Ccosa

mp
2

O,
#(60) =02 (”(mm’)

AO,) = \/@g- (Air)f et (Ar(;n)f N (r-mrzpsina>2.A(a)2
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Abbildung 3: Prizessionsfrequenz wy, in Abhéngigkeit der Rotationsfrequenz w

Fiir den Stab alleine gilt:

0,325m - 0,33kg - 9,81 ms~2 - cos(5°)

@Stab —
¢ 82,752

=1267,1-1075kgm?

0,452

Stab —
g (C) = 1267,1-10 5k lll2 2. e ——
( c ) \/( 67, g ) (72,582

2
> =6,8-107°kgm?

0,002 m
0,325m

2
> + (1267,1-10"° kgm?)? - (

A(O52P) = 1(1267.1-10"° kgm?)? -
(©2%") l( ; gm”) 0,33 ke

0,001 kg>2

82,752
=21,2-10"°kgm?

1/2
N (0,325m -0,33kg-9,81ms2 ~sin(5o)>2 ) (100)21 /

Befindet sich die Masse am Auflenkardan, so erhilt man:

©Aufienkardan _ 0,237m - 0,705kg - 9,81 ms~2 - cos(30°)

=1033,8 - 1075 kg m?

137,452
_ 2
o(@Afubenkardany _ . /(1033 8. 105 kgm?2)2 - UL TS 107° kg m?
¢ ’ 137,552 ’
0,002m > 0,0014 kg >
A(©puBerkardany — 1(1033,8 - 10" kgm?)? - ( 1033,8 - 10 " kgm?)? - ( 2 ——

1/2
N 0,237m-0,705kg - 9,81 ms~2 - sin(30°) \ > (10°)?
137,452

=105-10"°kgm?



Befindet sich die Masse in der Mitte des Stabes, so gilt:

0,33m-0,705kg - 9,81 ms~2 - cos(25°)
197,752

Mitte _ =1047,1-10"° kg m?

3,252

2
19778_2) = 16, 8- 1075 kg m2

o(eMitte) — \/(1047, 1-10~-5kgm?)? - (

0,003 m
0,33m

2
A(@(’Mitte) — [(1047’ 1- 1075 kg m2)2 . < O70014kg>

2
1047,1- 102 kgm?)? -
)+(07, 075 kgm?) <0’705kg

1/2
N 0,33m-0,705kg - 9,81 ms~2 - sin(25°) > (10°)?
197,752

=85,7-10%kgm?
Fiir die drei Messungen zur Préazessionsfrequenz ergaben sich folgende Werte:

H 0. (107° kgm?) 0o(6,) (107° kgm?) A(O,) (10~° kgm?)

Stab 1267,1 6,8 21,2
Stab, Gewicht am Kardan 1033, 8 12,4 105
Stab, Gewicht in der Mitte || 1047, 1 16,8 85,7

Zur weiteren Rechnung in Aufgabe 6 bestimmten wir den gewichteten Mittelwert von ©.:
O, = (1244,8 + 5,6 £ 20,2) - 107° kgm?
Aus Aufgabe 3 lassen sich nun A und B bestimmen. Fiir A gilt:

@Gewichte

2
ohne
my -1
mit
mn

ohne

m’!‘L
Tmit mohne)2 )
0(A) = OGewichte * m"2 5 \/a(m?}me)2 + ((m’:nit)l - o (mmit)2
((m%h%m) _ 1) n
,,ngut
A(('—)Gewichte)2

2
((m%hne ) 2 _ 1)
mmit

In Zahlen bedeutet das:

448 - 10~ kg m?
A= S 9038,2- 1077 kg m?

5043,74-10—4 2 1
2820,38-10—4

2PMAIIIS (5043, 74 - 1042
A) =448 - 10 *kgm? - 2820,38-107 : 19,48 - 10-4)2 P - 0(9,45)2
7 o 5043,74-10-4 ) 2 BT ) +(2820738'10_4)4 o(9,45)
<(282OZ38~104) N 1>

=20,9-10"%kgm?

. —4 2\2
Ay = | A6 107 kg m?) S =27,2-10° kg m?

5043,74.10-4 ) 2 1
2820,38-10~ 12




B erhélt man wiefolgt:

@2
A (mgie)?

() () ()

(R

B (1244,8 - 10~° kgm?)?
©2038,2-105kgm? - (5043, 74 - 10—4)2

B =

Also:

=2088,4-107° kgm?

20,9-105kgm? > 56-105kgm? \° 19,48 - 104 \?
B) =2988,4-10°kgm? - ’ 4 ’ e
o(B) ’ s \/(2038,2-105kgm2> T\ 28 10 5kem? ) T\ 503, 7 107

=46,9-10"°kgm?

27,2 - 105 kg m?2 )2 ( 20,2 - 105 kg m?2 )2

_ . —5 2
A(B) = 2988,4- 10" kgm \/(2038,2-10—5kgm2 1244,8 - 105 kg m?

=104,9-10"° kgm?

Zusétzlich sollten wir noch die Rotormasse aus ©, und seinem Durchmesser d abschitzen:

2.0,
" (d)2)?
W—
)2 + LG%; - A(d)?
d/2 (d/2)
Explizit bedeutet das:
2-1244,8-10° kg m?
((0,135m)/2)*
= 5,464 kg
4
00 =
5 m
=0,025kg
. 244 .10-5%k 2)\2
A(M)—\/44'(20,2'105kgm2)2+4 (1244,8 - 10 %m) - (0,0001 m)?
((0,135m)/2) ((0,135m)/2)
= 0,089 kg

Daraus ergeben sich folgende Messergebnisse:



Haupttrigheitsmomente und Rotormasse

Grofle || Wert o A

0. (10 ° kgm?) || 1244,8 5,6 20,2
A (10-° kgm?) || 2038,2 20,9 27,2
B (1075 kgm?) || 2988,4 46,9  104,9
M (kg) 5,464 0,025 0,089

Das Tragheitsmoment ©. des Kreisels um seine Figurenachse ist am kleinsten, obwohl die
Figurenachse mit der Achse des grofiten Tragheitsmomentes des Kreiselrotors zusammenfillt. Die
Beitriage der Kardanauthingung zu A und B sind offensichtlich sehr grof8. Da die Kardanrahmen
aus massivem Metall bestehen, ist dieses Resultat versténdlich. B = @}frem"l + @i““enkardan ist
grofer als A = @Kreisel 4 glnnenkardan 4 gAufienkardan " q 1, das Triigheitsmoment bei Rotation um
die innere Kardanachse ist grofler, als das um die duflere Kardanachse. Dies erscheint plausibel, da
ORreisel — gKreisel (gymmetrischer Kreisel) gilt und der innere Kardanrahmen ein kompletter Ring
ist, wahrend der duflere Kardanrahmen nur ein Halbring ist.

7 Kreisel im beschleunigten Bezugssystem

Zuletzt studierten wir die Funktionsweise eines Kreiselkompass an einem Modell. Der Kreisel war
um ca.30° gegeniiber der Horizontalen geneigt und auf einer drehbaren Platte gelagert. Er war
beziiglich seiner Horizontebene horizontal gefesselt. Zu Beginn des Versuches stand die Figurenach-
se des Kreisels vom Labor aus gesehen horizontal, d.h. in Ost-West-Richtung. Versetzte man Kreisel
und Tisch in Rotation, so richtete sich die Figurenachse, wie in der Vorbereitung beschrieben, senk-
recht aus. Sie zeigte dann in Nord-Siid-Richtung. Dabei musste sie sich erst auf die Nordrichtung
einschwingen. Insgesamt funktionierte das Modell wie vorhergesagt.
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