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P1 Versuchsprotokoll: Kreisel

Laura Gut und Helena Lamprecht, Gruppe Di - 09
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Abbildung 1: Drehimpuls und Drehachse in Beziehung zu den Haupttragheitsachsen a, b und ¢

0 Theoretische Grundlagen

Ziel dieser Versuchsreihe ist es, das Verhalten eines Kreisels, welcher allgemein als starrer Kérper mit Fixpunkt,
der seine Bewegung festlegt, jedoch keiner festgelegten Achse definiert ist, unter verschiedenen Umsténden zu
untersuchen. Die fiir den Kreisel betrachtete Bewegungsform ist also die Rotation.
Unterteilt man einen starren Korper in infinitisimale Massenelemente dm; mit Ortsvektor 77, so ldsst sich deren
Geschwindigkeit durch

Up = W X T, (1)

berechnen. Hierbei bezeichnet w = |&| die Winkelgeschwindigkeit um die Rotationsachse, welche durch die
Richtung von & bestimmt ist. Der zugehorige Drehimpuls der Rotation ist durch

-

mit Impuls p; gegeben. Fiir den Gesamtdrehimpuls des starren Korpers ergibt sich
E:FXﬁ:Zﬁxﬁi%/f’x(ﬁxF)dm, ()

durch Summation iiber alle Massenelemente, welche zu einem Integral iiberfithrt werden kann. Wirken keine
duferen Krafte auf das System ein, so gibt es kein externes Drehmoment. Das Drehmoment ist allgemein als

-~ dL .
Mfg:FXF, (4)

definiert. Demnach ist der Drehimpuls L ohne Krafteinwirkungen auf die Anordnung eine Erhaltungsgrofe.
Der integrale Ausdruck fiir L (Glg. 3) kann durch die Form

L=9-4, (5)
ersetzt werden. © ist eine 3 x 3-Matrix bzw. ein Tensor zweiter Stufe und wird Tragheitstensor genannt, wo-

durch Rotationen um jede beliebige Achse beschrieben werden kénnen und dessen Elemente im kartesischen
Koordinatensystem von der Form

Gij = /(FQCSZ] — xi;vj)dm, (6)

mit der Massendichte p(7) sind. Der Drehimpuls L ist also im Allgemeinen nicht parallel zu @ (vgl. Abbildung
1). Aus der Rotationsenergie
1,
Erot = / §U2dm =

kann das skalare Tragheitsmoment O ,; abgeleitet werden, mit dem sich die Rotationsenergie als

JTew = - L, (8)

1
Erot = 5 Gskal w2 ) (9)



Abbildung 2: Tragheitsellipsoid mit Haupttriagheitsachsen a, b und ¢ [1]

schreiben léasst. Die Fldachen gleichen skalaren Trigheitsmoments im Raum bilden Ellipsoide. Es ergibt sich
das sogenannte Tréigheitsellipsoid (vgl. Abbildung 2), dessen Hauptachsen gerade die Haupttrigheitsachsen des
betrachteten starren Korpers darstellen. Fallen diese mit den Koordinatenachsen zusammen, was einer Diago-
nalisierung des Trégheitstensors entspricht, beschreiben die Diagonalelemente gerade die Tragheitsmomente fiir
die Rotation um die entsprechende Haupttrigheitsachse, a, b oder ¢ (vgl. Abbildung 1, 3, 4) und werden als
Haupttréagheitsmomente ©,, Oy, ©. bezeichnet. Ein Kreisel heif$t symmetrisch, falls zwei der Haupttrigheits-
momente identisch sind. Der Drehimpuls setzt sich aus den Komponenten L= Ea + [_:b + EC zusammen, die
sich genauso durch die Winkelgeschwindigkeit und Haupttragheitsmomente ausdriicken lassen (vgl. Abbildung
1).

L =0,8, + O,dp + 0. (10)

Der Drehimpuls ist also genau dann parallel zur Drehachse, falls die Rotation um eine der Haupttégheitsachsen
erfolgt.

Dabei ist anzumerken, dass fiir unterschiedliche Haupttrigheitsmomente die Rotation um die Achse des mittle-
ren Haupttrageitsmoments nicht stabil ist. Lediglich um die Achsen des grofiten und des kleinsten Haupttrag-
heitsmoments kommt kein Torkeln bei der Rotation zustande. Die stabilen Drehachsen werden freie Achsen
genannt. Allerdings ergibt sich fiir die langste Achse, welche gerade dem kleinsten Haupttragheitsmoment ent-
spricht, nur dann eine stabile Rotation, solange dufiere Storfaktoren ausreichend gering sind, wie in Abschnitt
2 untersucht wird. Somit stellt die Rotation um die kiirzeste Achse (groftes Triagheitsmoment) den stabilsten
Zustand dar.



1 Drehimpulserhaltung

Mit Hilfe eines Drehschemels und eines Fahrradkreisels ldsst sich die Drehimpulserhaltung sehr anschaulich
demonstrieren. Der Kreisel besteht aus einem Fahrradrad, an welchem an beiden Seiten der Achse Handgriffe
angebracht sind.

Im ersten Experiment sitzt der Experimentierende auf dem ruhenden Drehschemel und erhélt von einer au-
fenstehenden Person den in Rotation versetzten Fahrradkreisel. Der Experimentierende nimmt den Kreisel mit
horizontaler Radachse, die der Drehachse und in diesem Fall der Richtung des Drehimpulses entspricht, in Emp-
fang. Der Drehschemel verbleibt in Ruhe. Wenn kein dufseres Drehmoment wirkt, ist der Drehimpuls L in dem
System mit Drehschemel und experimentierender Person eine Erhaltungsgrofe. Da der Drehschemel nur eine
mogliche Drehachse (in z-Richtung) besitzt, ist nur die z-Komponente des Drehimpulses fiir die Betrachtung
relevant. Diese ist fiir eine horizontale Radachse jedoch L, = 0.

Nun kippt die experimentierende Person den Fahrradkreisel, sodass die urspriinglich horizontal verlaufende Ach-
se des Rades nun in der Vertikalen liegt. Der Drehschemel beginnt eine Drehbewegung in die entgegengesetzte
Richtung auszufithren. Durch die Neigung des Fahrradkreisels, erhéht sich die z-Komponente des Drehimpulses.
Damit der Drehimpuls des Systemes dennoch erhalten bleibt, beginnt der Drehschemel also eine Ausgleichsbe-
wegung auszufithren. Wird die Achse des Fahrradkreisels wieder in die Horizontale zuriick geneigt, kommt der
Drehschemel zur Ruhe. Wird der Fahrradkreisel auf die andere Seite geneigt, dreht sich auch der Drehschemel
in die andere Richtung.

Wiirde die Person auf dem ruhenden Drehschemel den rotierenden Fahrradkreisel mit vertikaler Drehachse in
Empfang nehmen, wiirde ein Kippen des Rades dazu fiihren, dass sich der Drehschemel im Drehsinn des Rades
bewegt, da sonst die z-Komponente des Drehimpulses aufgrund der Dampfung abnimmt.

Bei dem zweiten durchgefithrten Versuch sitzt der Experimentierende auf dem in Rotation gebrachten Dreh-
schemel. Wahrend der Rotation hat er erst die Arme ausgestreckt und zieht sie dann nah an den Korper. Es
kann beobachtet werden, dass sich in Folge dieses Armeanziehens die Winkelgeschwindigkeit & des Drehschemels
erhoht hat. Durch das Armeanziehen wird das Tragheitsmoment © verringert. An Gleichung 5 wird deutlich,
dass bei konstanten Drehimpuls L aber mit verringertem Tragheitsmoment © die Winkelgeschwindigkeit &
zunehmen muss, damit der Drehimpuls als Gesamtes erhalten bleibt.



C
Abbildung 3: Rotation um Haupttrigheitsachsen

2 Freie Achsen

In diesem Versuchsteil wird eine quaderférmige "Zigarrenkiste" (vgl. Abbildung 3) an einem Draht an der Achse
eines Elektromotors befestigt und in Rotation versetzt. Der Draht kann an drei Mittelpunkten der verschiedenen
Seitenflachen der Kiste einghéingt werden, sodass er in der Verldngerung der drei Haupttrigheitsachsen ange-
bracht werden kann. Nun soll das Verhalten der rotierenden Kiste an den drei Aufhingungspunkten beobachtet
und gedeutet werden.

Wie auch der Skizze (Abb. 3) zu entnehmen ist, gilt ©, < O, < O.. Theoretisch (vgl. Abschnitt 0) sollte der
Korper also das Bestreben zeigen, um die c-Achse zu rotieren.

Zuerst wird die Rotation des Quaders um die Hauptachse b untersucht, also die Achse des mittleren Haupttrag-
heitsmoments Oy,. Bei einer geringen Abweichung von der Drehachse entstehen stérende Drehmomente, welche
den Korper zum Taumeln bringen. Es lésst sich beobachten, dass der Quader erst torkelt, dann seinen eigenen
Schwerpunkt anhebt, um schlieRlich stabil um die Achse des groften Triagheitsmoment (¢) zu rotieren. Die
Rotation um die Achse des mittleren Tréagheitsmoment ist instabil, weshalb die Rotationsachse zu der stabilen
c-Achse wechselt.

Nun wird die Rotationsachse a beobachtet. Diese Achse besitzt die langste Figurenachse, also das kleinste Haupt-
tragheitsmoment ©,. Bei geringer Rotationsfrequenz ist zunéchst eine stabile Rotation zu erkennen. Wird diese
Frequenz jedoch erhoht, beginnt die Kiste zu taumeln und auch hier letztlich wieder um die Achse des groften
Trégheitsmomentes (c) zu rotieren. Dass diese Rotation um die theoretisch stabile Achse (vgl. Abschnitt 0)
in der Praxis keinen stabilen Zustand darstellt, liegt daran, dass der Aufhdngungsdraht nicht ideal gerade ist,
sondern bereits Verbiegungen aufweist und damit grofse Stérfaktoren einbringt, die sich fiir schnelle Rotationen
stiarker auswirken.

Zuletzt wird die Rotation um die c-Achse betrachtet (vgl. Abbildung 3). Diese Achse zeichnet sich dadurch
aus, dass sie die kiirzeste Achse durch den Schwerpunkt des Quaders ist und das grofste Haupttragheitsmoment
O, besitzt. Trotz des krummen Drahtes ist die Rotation um diese Achse ein stabiler Zustand, das heifft im
Allgemeinen ist der Korper bestrebt, um die Achse grofiten Tragheitsmoments zu rotieren, wie es auch durch
die Theorie (vgl. Abschnitt 0) vorhergesagt wird.



aullerer Rahmen

Abbildung 4: Skizze Kardankreisel

3 Kraftefreier Kreisel

Der ab diesem Versuch verwendete Kreisel ist ein Kardankreisel (vgl. Abbildung 4). Dieser besteht aus duflerem
und innerem Kardanrahmen, sowie der eigentlichen Kreiselscheibe, welche im inneren Rahmen gelagert ist.
Letzterer ist wiederum im &ufieren Rahmen gelagert, der iiber den Sockel selbst drehbar ist. Die Drehachse der
Kreiselscheibe (c) ist demnach immer senkrecht zu der des inneren Kardanrahmens (b), sowie die des dufieren
Rahmens (a) immer zu b. Alle Achsen schneiden sich im Schwerpunkt der Anordnung.

Zuerst soll das Verhalten fiir den kréftefreien symmetrischen Kreisel untersucht werden. Kriftefrei bedeutet
dabei, dass der Kreisel im Schwerpunkt unterstiitzt wird und keine externen Drehmomente wirken. Auferdem
folgt damit, dass der Drehimpuls in dieser Anordnung erhalten ist.

Dreht sich der Kreisel um seine Figurenachse, so zeigen die Vektoren von Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit
in dieselbe Richtung. Fallen Drehimpuls und Drehachse jedoch nicht zusammen, fiihrt der Kreisel eine sogenannte
Nutationsbewegung aus. Der Drehimpuls L ist zeitlich konstant (L2 + LZ + L? = const.) und muss
gleichzeitig die Energieerhaltung, aus der wie fiir das skalare Triagheitsmoment (vgl. Abschnitt 0 das sogenannte
Energieellipsoid, welches Fliachen gleichen Energiewertes darstellt, folgt, erfiillen. Das bedeutet die Spitze von L
kann sich lediglich auf der Schnittkurze der Kugel (Drehimpulserhaltung) und des Energieellipsoids liegen. Da
sich das Energieellipsoid mit dem Kreisel mitrotiert, muss der Kreisel eine derartige Rotation ausfiihren, dass der
raumfeste Drehimpuls sténdig auf der Schnittkurve bleibt. So rotieren die Figurenachse und die Drehachse um
die raumfeste Drehimpulsachse auf Kegeln. Fiir die Frequenz dieser Rotation, die Nutationsfrequenz wy, wird in
der Literaturmappe anhand der Geometrie der Vektoren fiir kleine Winkel zwischen & und L der Zusammenhang

WN = — - w, (11)

zur Kreiselfrequenz w hergeleitet, falls der stark idealisierte Fall angenommen, wird, dass die Massen und
die daraus resultierenden Trigheitsmomente der Kardanrahmen vernachléssigbar sind. Dies trifft fiir die im
Praktikum verwendete sehr schwere Versuchsanordnung jedoch nicht zu. Unter Beriicksichtigung der Rahmen,
ergibt sich fiir die Haupttriagheitsmomente ©, und Oy

0, = @Rotor | glunenkardan  gAufienkardan (12)
©), = @Rotor | glnnenkardan (13)

sowie fiir die Nutationsfrequenz
wN = (i C@b w (14)



Diese theoretische Beziehung der beiden Frequenzen wird im Praktikum iiberpriift, indem der Kreisel vorerst
mit einem Elektromotor auf eine Frequenz von ca. f = 17 Hz gebracht. Der Frequenzwert wird dabei mit einem
Schwanenhals gemessen, der ein Reflektorplédttchen auf dem Kreisel registriert und so die Umdrehungen pro
Sekunde aufzeichnen kann. Anschlieffend sorgt ein Fauststofs senkrecht zur Drehachse dafiir, dass sich letztere
nicht mehr mit der Richtung des Drehimpulses deckt, wodurch der Effekt der Nutation beobachtbar ist. Die
Nutationsfrequenz wird mithilfe eines zweiten Schwanenhalses ermittelt, der auf den Rand des Reflektorstreifens
zeigt, welcher am inneren Rahmen angebracht ist, und so dessen Kreisbewegung registrieren kann.

Diese Messung wird mit zwei zylindrischen, symmetrisch am Aufienkardan befestigten Zusatzmassen wiederholt,
welche sich nicht mit dem inneren Rahmen mitdrehen kénnen. Daraus ergeben sich die Messwerte in Tabelle 1.

Tabelle 1: Messwerte Nutationsfrequenz fx (mit Zusatzgewicht fyo) in Abhéngigkeit der Drehfrequenz f

fHz]  fx [Hz]  fro [He|
170 9,010 5,258
16,5 8,727 5,084
16,0 8330 4,910
155 8,190 4,722
150 7,928 4,577
145 7,648 4,508
140 7,343 4,282
135 7070 4,114
130 6,859 3,995
125 6,685 3,832
12,0 6,347 3,737
115 6,198 3,543
11,0 5857 3,390
10,5 5,558 3,220
10,0 5,316 3,106
9,5 5042 2,945
90 4,759 2,792
85 4577 2,588
80 4316 2,519
75 3,938 2,308
70 3,790 2,128
6,5 3,536 1,996
6,0 3,149 1,852
5,5 2,941 1,709
50 2,531 1,444

Wird die Nutationsfrequenz fx bzw fn2 (mit Zusatzgewicht) nun in Abhéngigkeit von der Drehfrequenz f mit
Hilfe eines Python Skriptes in einem Diagramm dargestellt und eine lineare Regression durchgefiihrt, zeigt sich
der theoretisch hergeleitete lineare Zusammenhang deutlich (vgl. Abbildung 5). Fiir die erste Frequenzmessung
fn ohne Zusatzgewicht ergibt sich eine Geradensteigung von m; = 0,524 + 0,003.

Die Messung mit Zusatzgewicht liefert die Steigung ms = 0,308 = 0,002. Durch die zwei zylindrischen Zusatz-
gewichte, die am Aufsenkardan angebacht werden, steigt das Tragheitsmoment.

(:) _ @Rotor =+ @Innenkardan + @Auféenkardan + 0 (15)
a a a a Z >
wobei sich das zusétzliche Tragheitsmoment mit dem Steinerschen Satz zu

@z =2 @Zylinder + 2 MZylinder d2 ; (16)

mit der Zylindermasse mzylinder und dem Abstand d zwischen Drehachse und Zylniderschwerpunkt, was der
Lange zwischen Zylinderschwerounkt und dem Mittelpunkt der Anordnung entspricht, sich mit dem Zylinder-
und Innenkardanradius also zu

d = TZylinder + TInnenkardan » (17)
ergibt.
Demnach wird der Proportionalitdtsfaktor in Glg. 14 kleiner, wie auch in Abb. 5 erkenntlich wird.
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Abbildung 5: Nutationsfrequenz fx bzw. fxo (mit Zusatzgewicht) in Abhéngigkeit von der Drehfrequenz f

4 Dampfung des Kreisels

In diesem Teil des Versuchs wird der zeitliche Verlauf der Kreiselfrequenz des Kardankreisels beobachtet. Dazu
wird eine Startfrequenz von ca. fy = 33 Hz eingestellt und anschliefend im Abstand von 30 Sekunden die
momentane Frequenz des Kreisels aufgezeichnet, die wie in Abschnitt 3 durch einen Schwanenhals, welcher
den Reflektordurchgang der Kreiselscheibe registriert, gemessen wird. Die Messung wird bis zum Stillstand des
Kreisels durchgefiihrt. Die daraus resultierenden Messwerte sind in Tabelle 2 dargestellt.

Wie zu erwarten, wird die Frequenz durch Reibungswiderstdnde geddmpft und nimmt mit der Zeit ab, bis sie
schlieflich bei ¢ = 40 min zu 0 geht. Fiir geddmpfte Vorgénge kann ein exponentieller Abfall als Ansatz fiir die
Fitfunktion gewahlt werden, der von der Annahme riihrt, die Reibungskraft sei proportional zur Geschwindig-
keit. Besteht ein exponentieller Zusammenhang der Art

ft) = foe ™, (18)

zwischen Frequenz f und Zeit t, so gilt

In(f) = In(fo) — At. (19)

Demnach sollte sich eine Gerade ergeben, wenn die logarithmierte Frequenz iiber der Zeit aufgetragen wird.
Werden die Messwerte fiir die Frequenz also logarithmiert in ein Diagramm eingetragen (vgl. Abbildung 6), so
ist fiir die Zeiten bis ca. t = 27 min ein ndherungsweise linearer Zusammenhang erkennbar. Fallen also nur die
Messwerte bis ¢ = 27 min in die Betrachtung fiir den exponentiellen Fit, kénnen die Messwerte gut mit der
Fitkurve in Ubereinstimmung gebracht werden (vgl. Abbildung 7). Dann hat die Fitfunktion der Form aus Glg.
18 den Dampfungsfaktor A = (6,29 + 0,05) - 1072 %

Die Messpunkte fiir Zeiten nach ¢ = 27 min kénnen demnach nicht mit einer Reibung der Art Fg = « - v
modelliert werden, hier miissen weitere Reibungsterme, die von anderen Potenzen der Geschwindigkeit abhdngen
konnen, eine Rolle spielen. Dazu kommt, dass beobachtet werden kann, wie sich der Kreisel nach dem Stillstand
leicht in die entgegengesetzte Drehrichtung bewegt. Dies weist darauf hin, dass der Kreisel nicht exakt im
Schwerpunkt gelagert ist, was filir geringere Geschwindigkeiten grofsere abbremsende Einwirkungen hat.

Im Allgemeinen kommen Abweichungen und Unsicherheiten dadurch zustande, dass sowohl die Zeitmessung, als
auch das Festhalten der Frequenzanzeige durch Offnen der Verbindung zum Anzeigegeriit durch die menschliche
Reaktionszeit fehlerbehaftet ist. Auch Unexaktheiten, wie bei der bereits erwidhnten Lagerung des Kreisels,
fiihren zu Fehlern.



In(f - s)

Tabelle 2: Messwerte Kreiselfrequenz im zeitlichen Verlauf

t [min:s|  f [Hz| || t [min:s]  f [Hz| || t [min:s| f [Hz|
0:00 33,000 13:30 14,960 27:00 5,780
0:30 32,064 14:00 14,520 27:30 5,531
1:00 31,139 14:30 14,079 28:00 5,268
1:30 30,251 15:00 13,577 28:30 5,013
2:00 29,370 15:30 13:258 29:00 4,753
2:30 28,514 16:00 12,864 29:30 4,499
3:00 27,714 16:30 12,474 30:00 4,239
3:30 26,913 17:00 12,092 30:30 3,985
4:00 26,135 17:30 11,716 31:00 3,732
4:30 25,333 18:00 11,341 31:30 3,505
5:00 24,572 18:30 10,958 32:00 3,281
5:30 23,843 19:00 10,596 32:30 3,051
6:00 23,120 19:30 10,237 33:00 2,840
6:30 22,453 20:00 9,885 33:30 2,622
7:00 21,818 20:30 9,551 34:00 2,399
7:30 21,219 21:00 9,223 34:30 2,189
8:00 20,645 21:30 8,904 35:00 1,978
8:30 20,093 22:00 8,581 35:30 1,765
9:00 19,538 22:30 8,275 36:00 1,538
9:30 19,004 23:00 7,986 36:30 1,280
10:00 18,472 23:30 7,695 37:00 1,036
10:30 17,950 24:00 7,404 37:30 0,808
11:00 17,442 24:30 7,132 38:00 0,590
11:30 16,915 25:00 6,850 38:30 0,404
12:00 16,408 25:30 6,570 39:00 0,259
12:30 15,910 26:00 6,307 39:30 0,097
13:00 15,426 26:30 6,045 40:00 0,000
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Abbildung 6: Logarithmierte Messwerte fiir die Frequenz In(f) iiber Zeit ¢
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Abbildung 7: Zeitlicher Verlauf Frequenz f in Abhéngigkeit von der Zeit ¢t mit exponentiellem Fit

5 Kireisel unter Einwirkung externer Drehmomente

Nun soll das Verhalten des Kreisels unter Einfluss externer Drehmomente untersucht werden. Dabei gilt es die
Félle des zum Drehimpuls parallelen bzw. senkrechten Drehmomentes zu betrachten. Mit M = % ergibt sich
fiir den parallelen Fall keine Richtungsinderung, sondern eine Zunahme (bzw. Abnahme fiir den antiparallelen
Fall) des Drehimpulsbetrags, wie es fiir das Andrehen des Kreisels durch den Elektromotor passiert.

Wirkt das Drehmoment senkrecht zum Drehimpuls, so findet auch die Richtungsénderung des Drehimpulses in
diese Richtung statt. Diese Drehung des Drehimpulsvektors wird als Préizession bezeichnet.

In diesem Versuch wird das Drehmoment durch die Gewichtskraft eines am inneren Kardanrahmen des Kar-
dankreisels (vgl. Abbildung 8) befestigten Stabes der Lénge [ und Masse mg hervorgerufen. Fiir ein Koordi-
natensystem, in dem die z-Achse mit der Hauptachse a in Abb. 8 zusammenfallt, wirkt die Gewichtskraft am
Schwerpunkt des Stabes in negative z-Richtung. Fiir das Drehmoment gilt dann

—

M =7, x mggé,, (20)

wobei 75 den Vektor vom Kreiselmittelpunkt zum Schwerpunkt des Stabes, also den Hebelarm, bezeichnet. Da
FG parallel zu €, ist, hat M lediglich x- und y-Komponente, was gleichzeitig bedeutetet das L, konstant ist.
Zusiitzlich gilt wegen M L L, dass L? = const.. Da |M| konstant ist und unter der Annahme, dass der Winkel
zwischen Figuren- und z-Achse klein bleibt sowie, dass die Prézessionsfrequenz wp im Vergleich zu w sehr klein
ist, kann hergeleitet werden, dass

—

M = (:)p X I_;, (21)
woraus fiir den Betrag der Prazessionswinkelgeschwindigkeit

Mg g 1 1
Is'Ms 92 _ 2, (22)

wp =
O, w w

mit dem Haupttridgheitsmoment O, folgt.

Es ist zu beachten, dass einige Vereinfachungen vorgenommen werden, um diesen Ausdruck zu erhalten. Einer
der unbeachteten Faktoren, stellt die durch das anfidngliche Fallen des Stabes, welches sich vor dem Einstellen
des Drehmoments ereignet, verursachte Nutation. Diese klingt in der Praxis durch die auftretende Reibung
recht schnell wieder ab und ldsst die Prézession dann als regulér erscheinen. Aufgrund dieses Effekts wird die
Préazession in diesem Versuch auch als pseudoregulire Prizession bezeichnet.

Im Praktikumsversuch wird die Periodendauer der Prézession in Abhéngigkeit von der Kreiselfrequenz gemes-
sen. Da diese beiden Grofen aufgrund des langen Stabes, der sonst mit dem Schwanenhals kollidieren wiirde,
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aulerer Rahmen

Abbildung 8: Skizze Kardankreisel mit externem Drehmoment durch Stab

nicht gleichzeitig gemessen werden koénnen, wird die Kreiselfrequenz jeweils vor (f;) und nach einem Prézes-
sionsumlauf (f3) gemessen. Aus diesen Werten kann durch Bildung deren Mittelwertes f nidherungsweise die
Kreiselfrequenz wahrend der Prézession bestimmt werden. Die so erhaltenen Messwerte sind in Tabelle 3 zu
sehen.

Tabelle 3: Prézessionsdauer T' in Abhéngigkeit von der Drehfrequenz f

fi[Hz|  fo[Hz| f[He| T [smns| || fi [Hz] fo [Hz| f[Hz] T [sims]
27,172 26,496 26,834  11:63 | 15,998 15,703 15,851  7:37
25,966 25457 25,712  11:92 | 15,506 15294 15400  7:26
25,246 24,787 25,017  11:32 | 15,053 14,800 14,927  6:95
24,513 24,089 24,301  10:96 | 14,532 14,214 14,373  6:89
23,441 23,048 23,245 1046 | 14,061 13,833 13,947  6:53
22,812 22,414 22,613  10:26 | 13,498 13,289 13,394  6:24
22,201 21,793 21,997  9:71 13,017 12,784 12,901  6:02
21,118 20,758 20,938  9:32 12,485 12,280 12,387  5:76
20,364 20,025 20,195  9:20 11,429 11,227 11,328  5:31
19,762 19,382 19,572  9:01 11,032 10,862 10,947  5:10
19,160 18,821 18,991 871 10,381 10,183 10,282  4:81
18,686 18,315 18,501  8:39 9,670 9,458 9,564  4:54
18,018 17,680 17,849  8:17 9,073 8875 8,974  4:25
17,551 17,286 17,419 812 8,547 8,384 8466  4:18
17,123 16,845 16,984  T:76 8,061 7,861 7,961 4:06
16,568 16,320 16,444  T:47

Aus den Werten fiir T lassen sich mit ) 5
T

g fe wp’ (23)
die Prézessionsfrequenz bzw. -winkelgeschwindigkeit berechnen, die anschliefsend iiber der Kreiselfrequenz auf-
getragen werden (vgl. Abbildung 9). Das Diagramm erfiillt den theoretisch hergeleiteten antiproportionalen
Zusammenhang. Um den Vorfaktor v (vgl. Glg. 22) zu bestimmen, wird mittels eines Python Skriptes eine
lineare Regression fiir z = %, y = wp durchgefiihrt (vgl. Abbildung 10).
Daraus ergibt sich eine Steigung von v = (77,39 £+ 1,01) }2
Die Abweichungen vom antiproportionalen Zusammenhang, die insbesondere in Abb. 9 deutlich erkennbar sind,
konnen zu einem grofen Teil auf die Kreiselfrequenzbestimmung zuriickgefiihrt werden. Denn die zeitlichen
Absténde, die zwischen der Messung von f1 bzw. fo und dem tatsdchlichen Zeitraum der Prézession liegen,
kénnen schnell unterschiedlich ausfallen, sodass der Mittelwert f beziiglich des Zeitpunktes nicht zwingend mit

dem Prézessionszeitraum korreliert. Auch die Messung der Prézessionsdauer mithilfe der Stoppuhr, ist aufgrund
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der Verzogerungen durch die menschliche Reaktionszeit fehlerbehaftet. Hier sind ebenfalls Ungenauigkeiten im
Versuchsaufbau als Fehlerquelle anzusehen.

° e Messpunkte
0.24 A .

0.22 A -
0.20 A1

0.18 A

fp [HZ]

0.16 1 -

0.14 A .

0.12 A .

0.10 A .

0.08 A

7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5
f[Hz]

Abbildung 9: Prézessionsfrequenz fp in Abhéngigkeit von der Kreiselfrequenz f
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Abbildung 10: Prézessionkreisfrequent wp in Abhéngigkeit von der inversen Kreisfrequenz w
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6 Haupttragheitsmomente

In Abschnitt 3 und 5 ergeben sich jeweils aus den Fitfunktionen Steigungen (vgl. Tabelle ref), die von den
Haupttréagheitsmomenten der Anordnung abhédngen. Wie bereits in den jeweiligen Abschnitten erklart, bestehen
die Zusammenénge

my = \/%, (24)
me = \/(@a(icw7 (25)
_ mo 26)
(27)

aus denen sich die Werte der Tragheitsmomente ©,, O}, und O, berechnen lassen.

6.1 Tragheitsmoment O,

Durch Bilden des Verhéltnisses zwischen my und msy ergibt sich aus den Gleichungen 24 und 25

mi 0, + 0,
— =z 28
mo ®a ( )

Fir ©, wird der in Gleichung 16 dargestellte Ausdruck eingesetzt, wobei Ozgylinder = %mzyhnder r%ylinder.
Mithilfe der angegebenen bzw. gemessenen Abstdnden sowie der gegebenen Zylindermasse berechnet sich das
zusétzliche Trigheitsmoment zu ©, = 5,75 - 10”2 kg - m?.
Umstellen von Gleichung 28 und Einsetzen der Werte liefert
O, -2 2
On = — = 3,036 - 10" “kg-m*. (29)

-1

6.2 Tragheitsmoment O,
Es ist offensichtlich die einfachste Moglichkeit, O, direkt aus dem Faktor v durch Umstellen nach

MsgTs

O, ot (30)
mit dem Abstand rg vom Kreiselmittelpunkt zum Stabschwerpunkt, der sich aus dem angegebenen Abstand
zwischen Mittelpunkt zu &ufierem Rand des Innenkardans r; = 10,91 cm sowie der Ausmessung des Stab-
schwerpunktes, der sich bei s = 16,1 cm beziiglich dem Rahmen befindet. Zur Messung des Stabschwerpunkts
wird dieser an die Kante eines Tisches gelegt und solange von der Tischkante weggezogen, bis der Stab geradeso
nicht herunterfallt. Dieser Punkt ist dann gerade der Schwerpunkt.
Mit der gegebenen Stabmasse ms = 330 g, der Erdbeschleunigung g = 9,81 5 und dem Abstand ry ergibt sich
dann

O, = 1,129 - 10~ ?kg - m?. (31)
6.3 Tragheitsmoment Oy
Aus my = % folgt der Zusammenhang
@2
O = —° 32
b O, m? (32)

fiir das Trégheitsmoment O)},. Einsetzen des bereits berechneten Trigheitsmoments O, und der Geradensteigung
my ergibt das Ergebnis
O, = 1,530 - 10~ 2kg - m?. (33)

Die Ergebnisse fiir die Trégheitsmomente sind, was die Grofenreihenfolge betrifft, sinnvoll. Das grofite Trag-
heitsmoment ist ©,, da sich um die a-Achse am meisten »mitdreht« und damit zum Tragheitsmoment beitrigt
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(vgl. Abschnitt 3). Demnach ist es logisch, dass O. den kleinsten Wert aufweist. Denn um die c-Achse dreht
sich lediglich der Kreisel, jedoch keiner der beiden Rahmen.

In diesem Aufgabenteil sollte aulerdem die Masse M des Kreisels (Radius R = 6,75cm) ermittelt werden.
O, lasst sich als Tragheitsmoment eines Kreisel, der ndherungsweise die Form des platten Zylinders ausfweist,
im Allgemeinen schreiben als

O, = - M R%. (34)

Daraus folgt fiir die Masse M, dass

_ 20 = 4,9kg, (35)

was beziiglich der Gréfenordnung ein passender Wert sein sollte, jedoch nicht viel genauer beurteilt werden
kann, da der Kreisel in den Rahmen des Kardans gelagert ist und beim Anheben oder Verschieben des Krei-
sel daher seine Gesamtmasse zu spiiren ist, nicht nur die des inneren Kreisels. Daher ist auch ein Wiegen zur
Uberpriifung nicht méglich.

Unsicherheiten der Tragheitsmomente setzen sich hier naiitrlich aus all den Fehlerquellen der Versuche 3 und 5
zusamien.

14



Abbildung 11: Skizze Drehmoment und Drehimpuls im beschleunigten Bezugssystem

7 Kreisel im beschleunigtem Bezugssystem

Im letzten Versuch dieser Reihe ist der Kreisel auf einer kippbaren Standfliche befestigt, die sich auf die
Kippung « (vgl. Abbildung 11) einstellen lidsst, wihrend sie in der Horizontalen rotiert. Dadurch ldsst sich
die Erde mit ihrer Umdrehung um die eigene Achse und die daraus resultierenden Vorginge eines Kreisels an
der geographischen Breite o modellieren. Denn fiir die langsame Erdrotation miisste die Drehung des Kreisels
sehr schnell sein, um die Lagerreibung zu iiberwinden und den gewiinschten Effekt zu zeigen. Daher wird
diese Anordnung, bei der wg erhéht werden kann und die Kreiselrotation daher nicht so schnell sein muss,
genutzt. Diese Rotation stellt eine Zwangsdrehung fiir den Kreisel dar und bewirkt das Drehmoment M’ auf
die Befestigung.

— -

M' = &g x L. (36)
Das Drehmoment M , welches auf den Kreisel wirkt, ist M’ gerade entgegengesetzt und verursacht eine Aus-
richtung des Drehimpulses des Kreisels in der festen horizontalen Ebene nach Norden, wie in Abb. 11 nachzu-

vollziehen ist . Dann gilt [M| = 0.

Auch die praktischen Durchfiihrung bestétigt diese theoretische Vorhersage und der Drehimpuls des Kreisels
taumelt sich in Nordrichtung ein, wird er zuvor héndisch etwas angedreht.
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