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Kapitel 7: Symmetrien und Erhaltungs-
satze
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Kapitel 7.1: Symmetrien und Quanten-
zahlen
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Bedeutung von Symmetrie...
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Bedeutung von Symmetrie in der Physik

* Erhaltungssatze wie Energieerhaltung erst seit wenigen
hundert Jahren etabliert

* Heute: Symmetrie — ErhaltungsgroRe im betrachteten
physikalischen System

* In QM: ErhaltungsgroBe — Quantenzahl

* (Stationares) physikalisches System kann durch
vollstandigen Satz an Quantenzahlen beschrieben

werden (— H-Atom)

1564 — 1641

Symmetrien: heute von fundamentaler Bedeutung flur Beschreibung
physikalischer Phanomene



https://de.wikipedia.org/wiki/Energieerhaltungssatz
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Symmetrie

Symmetrie: Transformation
unter der £ invariant ist
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Symmetrie — ErhaltungsgroRe"”

* Betrachte Lagrangedichte eines komplexen skalaren Feldes (vgl VL-09 Folie 19):

[’(a,u¢a 8,u¢*7 ¢7 ¢*) — au¢aﬂ¢* o m2¢¢*

L sei invariant unter der Transformation:

Symmetrie: Transformation
;= @ = P + 00, unter der £ invariant ist

Oupj — aua@/j = 0u; + 00,0,

(1) hier fur interne Symmetrie


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-09-Teilchenphysik.pdf
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Symmetrie — ErhaltungsgroRe"”

* Betrachte Lagrangedichte eines komplexen skalaren Feldes (vgl VL-09 Folie 19):

( ,u¢a ,u¢ ®, ¢) u¢au¢ —m ¢¢

L sei invariant unter der Transformation:

Symmetrie: Transformation
;= @ = P + 00, unter der £ invariant ist

Oupj — aua@/j = 0u; + 00,0,

* Dann muss auch gelten:

Taylor

L{0u9; + 00,05}, {dj +095}) =

L1005}, {0,)) + ( oL oL

!
o 00+ 5003 ) = £{D,05). 16

(1) hier fur interne Symmetrie


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-09-Teilchenphysik.pdf
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Symmetrie — ErhaltungsgroRe"”

 Wir erhalten also:

0L 0L !
50,0, 00,9, i@ 09 =0
Oy 5(§f¢j — % =0 Vj (— “auf der Massenschale”):
5L, oL
00 "50,.0;
0L 0L
50,0, - 0,00 —|—6Mm -0¢; = 0;

A\

0L
(5 ) -

= J" (— Noetherstrom)

* Symmetrie der Lagrangedichte — ErhaltungsgrofRe ( .J#, Noether-Theorem).

(1) hier fur interne Symmetrie


https://de.wikipedia.org/wiki/Noether-Theorem
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Noetherladung

* Wir untersuchen den Noetherstrom noch etwas genauer:

— = '
/aw]“ A3y = / (8tJO _ VJ) Br=0:
Vv Vv

-» (Satz von GauR)

4 JOd*z =0 (— Noetherladung)
dt J,

* Aus der Symmetrie der Lagrangedichte laldt sich ein erhaltener Strom und

eine erhaltene Ladung ableiten.

* Das Noether-Theorem gilt so wie hier gezeigt zunachst nur fur kontinuierliche
Symmetrie-Transformationen. Es laldt sich aber zum Teil auf diskrete Symme-

treien erweitern.
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Arten von Symmetrien

* Symmetrien konnen...

.. kontinuierlich oder diskret sein,
.. allein auf die Felder selbst wirken,
.. allein auf die Argumente der Felder,

.. oder auf beides
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Arten von Symmetrien

* Symmetrien konnen...

.. kontinuierlich oder diskret sein,
.. allein auf die Felder selbst wirken,
.. allein auf die Argumente der Felder,

.. oder auf beides

Paritit ( P )\" Rotation im R3

Intern, SU(2) Isospin'®
Extern, Translationsinvarianz

Eigentliche Lortenztransfor-
mation auf Spinoren (3)

(1) siehe VL-10 Folie 8

(2) siehe VL-10 Folie 9

(3) siehe VL-09 Folie 16



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-10-Kernmodelle.pdf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-10-Kernmodelle.pdf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-09-Teilchenphysik.pdf
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Arten von Symmetrien

* Symmetrien konnen...
* ... kontinuierlich oder diskret sein, » Paritat (P)f” Rotation im R3
* ... allein auf die Felder selbst wirken, » Intern, SU(2) Isospin(z)
* ... allein auf die Argumente der Felder, » Extern, Translationsinvarianz
... oder auf beides » Eigentliche Lortenztransfor-
mation auf Spinoren (3)

(1) siehe VL-10 Folie 8
(2) siehe VL-10 Folie 9
(3) siehe VL-09 Folie 16

* Symmetrieoperationen konnen global (= Uberall im Raum gleich) oder lokal
angewandt werden (vgl VL-09 Folien 20f)

* Erinnerung: die fundamentalen Wechselwirkungen der Teilchen untereinander
werden mit Hilfe von lokalen Eichsymmetrien in das SM eingefuhrt


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-09-Teilchenphysik.pdf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-10-Kernmodelle.pdf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-10-Kernmodelle.pdf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-09-Teilchenphysik.pdf
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Symmetrien konnen gebrochen sein

* Symmetrie existiert in der Lagrangedichte aber nicht im Grundzustand des
betrachteten physikalischen Systems (— Spontane Symmetriebrechung):

* Beispiele:
Nahnadel auf Spitze: Holzblock in Wasser: Holzblock auf Stab:
- -
N |
/ N\ N |
/ V% AN N |
4 0 |
N4
SN
¥ Symmetrie Achsensymmetrie ¥ Symmetrie

* Spontane Symmetriebrechung ist ein fundamentaler Pfeiler des SM
(vgl VL-09 Folie 10, VL-14 Folie 16)


https://de.wikipedia.org/wiki/Spontane_Symmetriebrechung
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-09-Teilchenphysik.pdf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/teaching/ss17/TeilchenKerne-VL-14-Astrophysik.pdf

11/25 . . . .
Wie kann eine Symmetrie zur gleichen

Zeit erhalten und gebrochen sein?

Spontane Symmetrie-
brechung:

G SR

g T
Yy =rsine
A 2 : e 2D
Problem: lokale Eichsymmetrien in f(@y)l,, =77 (cosg? +sing?) =r
Lagrangedichte sind durch massive .
Teilchen explizit gebrochen Flzy) = (z = DEEs b
-‘_"?_ L] \ s =724+ 2(1 —r(sinp + cosp))
TR e

(“hidden symmetry”)

Fuhre Potential ein das den Grundzustand
des Universums aus der Symmetrieachse
der Bewegungsgleichungen zwingt.

- ""“ — Teilchenmasse als Kopplung an nicht
— verschwindenden Vakuumerwartungswert.
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Transformationen und Gruppen

* Physikalische (Koordinaten-)Transformationen bilden mathematische Gruppen:

Gruppe:

Menge (G) + (zweistellige) Verknupfung ( * ), so
dass qilt:

x:GxG—=G, (a,b)—axbd

mit

(axb)xc=ax(bxc) (Assoziativitét)

de €G:exa =a VaeG (Neutrales Element)

Ja~t€G:axa ! =e Vac G (Inverses Element)

* Wichtig ist, dass die Gruppe “schliel3t”, d.h. axb e G


https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppe_(Mathematik)#Definition
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Transformationen und Gruppen

* Physikalische (Koordinaten-)Transformationen bilden mathematische Gruppen:

Gruppe:

Menge (G) + (zweistellige) Verknupfung ( * ), so
dass qilt:

Y _ ,
«:GxC - Beispiel: Drehungen im R

mit Menge (G = SO(2)), Verknipfung ( *, Matrixmultiplikation)

(axb)xc=q £:GxG—=G, (R(a),R(B)) — R(a)*R(p) = R(a+ fp)
Je 1 €G: €4 Neutrales Element : 12 = R(0)
F67" €911 ) verces Element R™'(a) = R"(a) = R(—a)

* Wichtig ist, d:



https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppe_(Mathematik)#Definition
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Transformationen und Gruppen

* Physikalische (Koordinaten-)Transformationen bilden mathematische Gruppen:

Gruppe:

Menge (G) + (zweistellige) Verknupfung ( * ), so

dass qilt:

c G X G Beispiel: Drehungen im R?

mit Menge (G = SO(2)), Verknipfung ( *, Matrixmultiplikation)

(axb)xc=q £:GxG—=G, (R(a),R(B)) — R(a)*R(p) = R(a+ fp)
Je 1 €G: €4 Neutrales Element : 12 = R(0)
F67" €911 ) verces Element R™'(a) = R"(a) = R(—a)

* Wichtig ist, d: CoS & sin «v
(Darstellung in 2d)

— sin o COS (v

—

COS (& 0 sin «
R(a) = 0 0 (Darstellung in 3d)

— sin « 0 COS (x



https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppe_(Mathematik)#Definition
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Beispiele von Transformationsgruppen

* Alle Drehungen im R" : spezielle orthogonale Gruppe SO(n)

* Alle Drehungen im R” inklusive Spiegelungen: orthogonale Gruppe O(n)
(— winkeltreue Abbildungen)

* Spiegelungen am Ursprung (— Paritat): 7,
* Anmerkung: O(n) = SO(n) x Z

* Alle Translationen im Raum

* Alle Gallileitransformationen

* Alle Lorentztransformationen, Drehungen und Translationen im R3+1
(— Poicaré-Gruppe)


https://de.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9-Gruppe
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Unitare Transformationen

—» (1) Phasentransformation.

Y(, 1) = P (T,t) = e P(T, 1)

« U(n): Gruppe der unitdren Transformationen im C” mit den folgenden Eigen-
schaften: G c U(n), G'G =1,,, |[det G| =1

* Spaltet man eine weitere Phase von G ab kann man erreichen, dass: det G = +1

U(n) = U(1) x SU(n)

A

|det G| =1 WG_H

(Unitére Transformationen) (Spezielle unitare Transformationen)

* Die SU(n) spielen in der Teilchenphysik eine besondere Rolle. Wir werden sie
daher im folgenden als Beispiel verwenden, um einige Begriffe einzuflhren
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Kontinuierliche Gruppentransformationen

* Kontinuierliche Gruppentransformationen — zusammengesetzt aus vielen
infnitesimalen Transformationen mit einem kontinuierlichen Parameter ¥ € R:

JveR te M(nxn)

. ) m m — o0 i0-t
G|ﬁnite — 1” + 1 t > c
m

|—> * t Generatoren von G .

* Definieren Struktur von G.

* Die Menge der G (mit entsprechender Verknupfung) bildet eine Lie-Gruppe

* Die Menge der t bildet die Lie-Algebra


https://de.wikipedia.org/wiki/Lie-Gruppe
https://de.wikipedia.org/wiki/Lie-Algebra
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Eigenschaften der t

* Hermitesch:

G'G=1,
= (1, — ivth) (1, + i9t) = 1,, + 0 (¢ — tT) +O(¥?)

* Spurfrei:

det G = det (1,, 4 i0t)

=14 0Tr(t) + O(W¥?) =1 Tr(t) =0

* Dimension des Tangentialraums:

* n reelle Eintrage auf \
Diagonale.

e 1/2.n(n — 1) komplexe
Eintrage auf off-
Diagonale.

* —1flr SU(n) wegen

« U(n) hat n? Generatoren.

« SU(n)Hat(n? — 1) Gene-
ratoren.

detG =1 y,
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Examples that appear in the SM ( U(1) )

« U(1) transformations (equivalent to SO(2)):

* Number of generators:

12

=1

Was ist der Generator
der U(1)
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Examples that appear in the SM ( U(1) )

o U(1)transformations ivalent to SO(2)):
(1) (equivale 2) Was ist der Generator

* Number of generators: 12 —1 der U(1) — 1
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Examples that appear in the SM (SU(2))

« SU(2) transformations (equivalent to SO(3)):

* Number of generators: (22 — 1) =3

* i.e. there are 3 matrices {t;} , which form a basis of traceless hermitian matrices, for
which the following relation holds:

G = ¢t 2 Vit 1<73<3

* Explicit representation:

(3 Pauli matrices)
[ti, t5] = i€sjnte

v

* algebra closes.

v

* structure constants of SU(2).

* In der schwachen Wechselwirkung im SM: W+, W—, ZY


https://de.wikipedia.org/wiki/Pauli-Matrizen
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Examples that appear in the SM (SU(3))

« SU(3) transformations:

* Number of generators: (32 —1) =8

* i.e. there are 8 matrices{T,}, which form a basis of traceless hermitian matrices, for
which the following relation holds:

G =t 29T 1<7<8

* Explicit representation:

(8 Gell-Mann matrices)

v

* algebra closes.

v

* structure constants of SU(3).

* In der starken Wechselwirkung im SM: \r§>,

rb), 197), |gb), [bF), |bg)
% (177 — lg3)) . % (Jr7) + |gg) — 2 |bB))


https://de.wikipedia.org/wiki/Gell-Mann-Matrizen
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Abelsche und nicht-abelsche Gruppen

* U(1)ist eine abelsche Gruppe — Reihenfolge in der Transformationen
ausgefuhrt werden egal

« SU(2) und SU(3) sind nicht-abelsche Gruppen (siehe Kommutator-Relationen)
— Reihenfolge in der Transformationen ausgefuhrt werden spielt eine Rolle!

* Fir die folgende Ubung beachte:
U(l) ~S0(2)
SU(2) ~ SO(3)
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(Non-)Abelian symmetry transformations

* Example SO(3) (90° rotations in R3):

Z A
-
e R
/\‘ .
L' x
y
switch z and y: X —~
51 p,




21/25

(Non-)Abelian symmetry transformations

* Example SO(3) (90° rotations in R?):

Z A
-
e R
/\‘ .
L' x
y
switch z and y: X —~
51 p,
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(Non-)Abelian symmetry transformations

* Example SO(3) (90° rotations in R?):

Z A
-
e R
AN
L'
y
switch z and y: X —~
1 [

3 cyclic . N
/74 permutation: — —




21/25

(Non-)Abelian symmetry transformations

* Example SO(3) (90° rotations in R?):

Z A
-
e R
AN
L'
y
switch z and y: X —~
1 [

3 cyclic . N
/74 permutation: — —
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Beispiel: interne Erhaltungsgrofe

* Betrachte Lagrangedichte eines komplexen skalaren Feldes von Folie 6:

E(ﬁ,ugba a,u¢*7 Qb, Qb*) — augba'ugb* T m2¢¢*

* L offensichtlich invariant unter Phasentransformationen auf ¢:

6 =o'=c P =6 +o5 | .
¢>|< N ¢*l _ 6—i19¢* _ ¢* _5¢* 5¢ _ /“9¢
5" = —idg*

0L
T 60,0, 00;
= 0Mo™ (19¢) + 0% ¢ (—i9¢p™) x (0Hd"p — 0" ¢*) (Noetherstrom = elektr. Strom)

JM

Jo=Q /¢*¢ —d dp*=q-1 (Noetherladung = elektr. Ladung)
%
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Beispiel: interne Erhaltungsgrofe

* Betrachte Lagrangedichte eines komplexen skalaren Feldes von Folie 6:

E(ﬁ,ugba a,u¢*7 Qb, Qb*) — augba'ugb* T m2¢¢*

* L offensichtlich invariant unter Phasentransformationen auf ¢:

b =o' =c Vo =¢ +op |

* ® =1 gk gk * '
poeT=e e =9 09 op = wo Anm.: Generator der
0% = —ido* Symmetrietransforma-
5£ tion ist 1

= - 00,
50,0,
= 0Mo™ (19¢) + 0% ¢ (—i9¢p™) x (0Hd"p — 0" ¢*) (Noetherstrom = elektr. Strom)

JM

Jo=Q /¢*¢ —d dp*=q-1 (Noetherladung = elektr. Ladung)
%
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Beispiel: interne Erhaltungsgrofe

* Beziehungen zwischen Symmetrie und Erhaltungsgrof3e in der Teilchenphysik:

U(l)y —> Elektrische Ladung (im SM HyperladungY)
SU(2), — Schwacher Isospin (fur linkshandige Teilchen)

SU(3). — Farbladung (rot, grin, blau)
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Beispiel: externe Erhaltungsgrofle

* Betrachte Lagrangedichte eines nicht-komplexen skalaren Feldes:

L(Dut, ¢) = 0up0"d — m*dop

 Untersuche Invarianz von £ unter Translationen g*:

p— ¢ =e P p =+ a"d,
N——

=09 (M
* Dann muss auch gelten:
Taylor 5L '
L0, ,¢") = LD, d) + (—5q5 0 (8@)) = L(0,¢,9) +a"0,L
0¢ 0 (Dud)

oL oL
9, 56—arr) =0, (=X _0,6—gir ) a* =
((mﬁb ’ ) “<6(fm> $-g ) !

(1) py = ihd,
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Beispiel: externe Erhaltungsgrofle

 Wir erhalten also:

0L
TH = O,p — gt L
50u0)
P,= | TV &’z

Q.

Ty

3 /(5_5
v \o

)
T &2 / (‘;_g
;

0
]

s
I
ST T~

(Noetherstrom = Energie-Impuls-Tensor fiir skalares

Feld)

(Noetherladung = 4er-Impulserhaltung)

¢ — ﬁ) A’z = /7—[ dz = const (Energieerhaltung)
v

0jp — E) d3z = /gb(‘?jqﬁd% = const (Impulserhaltung)
1

Anm.: Generator der
Symmetrietransforma-
tion ist Impulsoperator
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4 |4 Kernmodelle

N

o [4.1 Eigenschaften stablier Kerne|. . . . . .. .. ... .. ... .. ... .. ...

K. < [4.2 Fermigas und Trépfchenmodell

< 4.3 Schalenmodell|. . . . . . .. L

X L (4.4 Struktur der Kernkrdfte| . . . . . . ... ... oo
~

N 15_Instablie Kernel

N < [5.1 Radioaktives Zerfallsgesetzt| . . . . . .. .. ... ... o L

2 2 Albpha, Beta, Gammastablen] . . . . . . ...

X L [5.3 Kernspaltung und Kernfusion| . . . . .. .. ... .. ... .. .. ........

/
6 Anwendungen der Kernphysik]

chl) [6.1 Energieerzeugung|. . . . . . . . . . ... e e ]
= < [6.2 Kernphysik in der Medizin|. . . . . . .. .. ... o000
\'d 6.3 Nukleare Thermodynamik| . . . . . ... .. ... .. ... ... ......../..

6.4 Nukleare Astrophysik| . . . .. . .. .. .. ..

~
|7_Symmetrien und Erhaltungssitze|

§< [T Syoumetrion wd Quantenzablen] e . - .- .o
=
X U [7.3 Schliisselexperimente zu C-, P-, CP-Verletzung

f
18 QCD: Quarks, Gluonen und Hadronen|

|8.1 Quarkmodell und Hadronen| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ......
[R.2 Quarkoniuml|. . . . . . ... .. ...

[8.3  Farbwechselwirkung in der QCD| . . . . . . ... ... . oo
9 4 truktur der Nukleonen und Partonmodell
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