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Zusammenfassung -\\J(IT

Kapiel 3.1:

Grundlagen der Wahrscheinlichkeits-
theorie

Rolle der Statistik in der modernen Physik.

Ergebnisraum, Ereignisraum, Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Bedingte Wahrscheinlichkeit, Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit,
Unabhagigkeit zweier Ereignisse.

Interpretation von (Zufalls-)Experimenten und stochastische Modelle.

2 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Zusammenfassung -\\J(IT

Kapiel 3.2:

Werkzeuge zur statistischen Datenanalyse

* ROOT: C++-Framework zur Datenanalyse:

* Erste Schritte/Dokumentation.

(Software-)Modell zur Datenspeicherung (ROOT-Tree).

Darstellung von Daten: Graphen, Histogramme.

Funktionen und Anpassung von Funktionen.

ROOT-basierte weiterfuhrende Analysepakete.

* Python Bibliotheken als Alternative zu ROOT.
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Kapiel 3.3:

Charakterisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Wahrscheinlichkeitsverteilung AT

Karlsruhe Institute of Technology

Eine auf dem Ereignisraum 3((2) definierte Funktion

PP R 5 A P(A),

heilkt Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber dem Ergebnisraum Q" wenn sie
die folgenden Eigenschaften erfullt:

* Fir jedes Ereignis A € B(Q) gilt P(A) > 0(Nichtnegativitat).

* Fir die Wahrscheinlichkeit zweier disjunkter Ereignisse Aund B( AN B = ()
gilt: P(AU B) = P(A) + P(B) (Linearitat).

 Die Wahrscheinlichkeit P(B(€2)) = 1 (Normierungsbedingung).

(1) . . . . Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)
Beachte: Interpretation der Wahrscheinlichkeitsverteilung!



Zufallsvariable & Wahrscheinlichkeitsdichte ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* FUr unsere weiteren Betrachtungen stellen Sie sich die Erfassung der Korpergrolie
x von 5000 mannlichen Einwohnern Uber 18 Jahre in Karlsruhe vor.

* z ist eine (kontinuierlich verteilte) Zufallsvariable, deren Wert jeweils der Ergebnis
eines Zufallsexperiments ist.

* Mit Hilfe der Methoden, die

Sie in der letzten Vorles-
ung kennengelernt haben §02; 5000 Erfassungen®
kénnen sie die Melreihe in & 150 - 210 cmiin 15 bins
Form von Histogrammen E oorl [
erfassen: £ 006" B
: 0.05

0.04;

0.03;

0.02} = —]

0.01F

150 160 170 180 190 Bodyzt?a?ght [ci‘]l 0
s @

. . L . Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)
Normiert auf 1 und geteilt durch die bin-Breite



Zufallsvariable & Wahrscheinlichkeitsdichte ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* FUr unsere weiteren Betrachtungen stellen Sie sich die Erfassung der Korpergrolie
x von 5000 mannlichen Einwohnern Uber 18 Jahre in Karlsruhe vor.

* z ist eine (kontinuierlich verteilte) Zufallsvariable, deren Wert jeweils der Ergebnis
eines Zufallsexperiments ist.

* Mit Hilfe der Methoden, die

Sie in der letzten Vorles- £ 01— p
ung kennengelernt haben | § “F oo £ 00e—2000 Erfassungen™.
) oS o 2 0.9 5 =150 — 210 cm in 45 bins
konnen sie die MeBreihe in | & F 150 - 2008 I
Form von Histogrammen §0_07§ g 07 ]
erfassen: £ o.06] g r
3 f 0.05F ] 1
0.05 F I—,
E 0.04-
0.04] - L
c 0.03: I.I
003t 0.02"
0.02F E
£ 0.01F
0.01F o
P 150 160 170 180 190 200 210
150 160 Body height [cm]
Body height [cm] ‘
., @

. . L . Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)
Normiert auf 1 und geteilt durch die bin-Breite



Zufallsvariable & Wahrscheinlichkeitsdichte ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* FUr unsere weiteren Betrachtungen stellen Sie sich die Erfassung der Korpergrolie
x von 5000 mannlichen Einwohnern Uber 18 Jahre in Karlsruhe vor.

* z ist eine (kontinuierlich verteilte) Zufallsvariable, deren Wert jeweils der Ergebnis
eines Zufallsexperiments ist.

* Mit Hilfe der Methoden, die
. £ 01—
Sie in der letzten Vorles- £ 01 EOOQE 5000 Erfassungen®
ung kennengelernt haben  § ™ 5009 : 0.09;155030 S . 150210 CW 90 bins
kénnen sie die MeBreihe in | 5 150 zooe->" " 5 F I'
Form von Histogrammen 8 port e £ 06 L\‘
erfassen: £ 006t s 0o " 005
° c 0.05: 004: J h
0.05F E e
AR
0.04f 0.03F 0.03¢ Jﬂ \
0.03f I 0.02]
002" 0'025 0.01F
- 0.01- SR IO T N
0.0 N 150 160 170 180 190 200 210
b 150 160 Body height [cm]
-P 50 160 Body height [cm] ‘
Body height [cm] ‘
8 (2) Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)

Normiert auf 1 und geteilt durch die bin-Breite



Zufallsvariable & Wahrscheinlichkeitsdichte

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* FUr unsere weiteren Betrachtungen stellen Sie sich die Erfassung der Korpergrolie
x von 5000 mannlichen Einwohnern Uber 18 Jahre in Karlsruhe vor.

* z ist eine (kontinuierlich verteilte) Zufallsvariable, deren Wert jeweils der Ergebnis

eines Zufallsexperiments ist.

* Mit Hilfe der Methoden, die
Sie in der letzten Vorles-
ung kennengelernt haben
konnen sie die Meldreihe in
Form von Histogrammen
erfassen:

* Wahrscheinlichkeitsdichte:
Erfassung (N): N — o
Bin Breite (A): A — 0

(2)
9
Normiert auf 1 und geteilt durch die bin-Breite
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Wahrscheinlichkeitsdichte

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Ist « eine kontinuierliche verteilte Zufallsvariable und die Wahrscheinlichkeits-
verteilung P (x) Uber der Ergebnisraum ¢ stetig in « differenzierbar dann
bezeichnen wir:

p(x) =P'(v)
Als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von .

iill)

— dzx

10

Wahrscheinlichkeitsdichte

kumulative
Wahrscheinlichkeitsdichte
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NB: p(z) # P(z) AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Beachten Sie: die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis K orpergrofie = 180 &+ 1lcm
erhalten Sie nicht als p(z)| _,4, SONdern aus den Integral:

xXr=

181
[ p(z")da’ = P2’ < 181) — P(2’ < 179)

179

kumulative
Wahrscheinlichkeitsdichte Wahrscheinlichkeitsdichte
= 01 = 1 —
2 S / =
0.09F 0.9 / 5
0.08F 0.8} -
E e / =
0.07} / \ 07 / OF
0.06F / \ 0.6 g
0.0 I \ 05F [
0.04f / \ 04f / £
0.03F / \ 03F / /1
0.02? 0.2§ / Xy
0.01; 0_12 / E
0—. L | L L | TN 0‘. T e, SRR L L L
150 160 170 180 190 200 210 150 160 170 180 190 200 210 ,
" Body height [em] Body height [cm] Physics (IEKP)




NB: p(z) # P(z)

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Beachten Sie: die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis K orpergrofie = 180 &+ 1lcm
erhalten Sie nicht als p(z)| _,4, SONdern aus den Integral:

xXr=

181
[p(a)da" = P(z' <181) — P(2’ < 179)

179

Wahrscheinlichkeitsdichte
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Wahrscheinlichkeitsdichten kdnnen kontinu-
ierlich oder diskret verteilt sein. Im diskreten
Fall ersetze jedes Integral durch eine Summe
Uber den endlichen Ergebnisraum.

kumulative
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Quantilen

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Zur Charakterisierung der kumulativen Wahrscheinlichkeitsdichte:

13

Quantile(a)
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* Quantil der Ordnung « (o -Punkt):
To = P‘l(x)’x:a(Umkehrfunktion von P)

* Beispiele:
* Median (z:,,).
* Rankings von Klausurergebnissen.

* Hypothesen-Tests (z.B. auch in Qualitats-
kontrollen).

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



LagemaR ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Charakterisierung der \Wahrscheinlichkeitsdichte:

(3)
= T T
= - ¥ * Modus:
0.9~ o ---' Modus _ _ o
~r o Maximum der Verteilung (= wahrscheinlich-
0 8:— » - -~ Median ster Wert) — einfach.
5 L - - - Erwartungswert
0.7 ' * Median (z1,):
0 6:— : Gleich viele Werte, x;, grofer als auch
F ¥ kleiner als z1/, — robust.
0.5 : :
0.4 * Erwartungswert (E[z]):
- ¥ Abgeschatzt durch das arithmetische
0.3 ¥ Mittel.
0.2 ¥ . .
- X * Das Beispiel auf der rechten Seite
0.1 zeigt: diese drei Malte miissen nicht
0: 11 | (] Ii IEI 11 | 1111 | 1111 | 1111 gleICh Seln.
0 05 1 156 2 25 3 35 4 45 5
X
14 (3) Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)

Beispiel: Log-Normalverteilung (siehe Folie XY).



Erwartungswert

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Bekannteste GrolRe zur Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsdichte:

Elx] = [z -p(x)dx | (kontinuierlich)

* Bemerkungen:

Elz] = ZQ: z; - p(x;) | (diskret)

» E[x]flr eine vorgegebene Wahrscheinlichkeitsdichte (-verteilung) ist eine Zahl und keine
Funktion von = (andere ganige Bezeichnungen auch: p., (z) ).

* Verallgemeinerung: Erwartungswert einer Funktion a(z)

Bla(x)] = [ a(@) - pla)da

* Erwartungswert ist linear in x:

Eloa(z) + pb(r)] = aEla(z)] + BE[b(z)]

15

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Algebraische Momente - Varianz ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Verallgemeinerung des Erwartungswertes: n-tes (algebraisches) Moment um z

El(z — xo)"]

* Spezialfall: zo = Elz]

* O-tes Moment: E[(z — E[z])"]|,_, = %p(w)dx =1
* 1-tes Moment: E[(z — E[z])"]|,_, = fQ(x — E[z])p(x)dx =0
+ 2-tes Moment. E[(z — Bfa])"),_; = /(¢ — Bla]p(a)da

B2’ 2B Bl
E[(x — Elz])"]|,.—, = E[z?] — E[z]* = var[z] (Varianz)

* o =/var[z] heil’dt Standardabweichung.

16 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Mehrdimensionale Verteilungen .\.\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Der Ausgang einer Messung kann durch mehrere Zufallsgrolien charakterisiert sein
(z.B. KorpergroRe und Alter). In diesem Fall ist auch die Wahrscheinlichkeitsdichte
mehrdimensional.

* A x € [xg, 70 + d] >~ 10—
By € [yo, Yo + dy 9
8-

(4)
f*f”p(x, y)dzdy =1 (Normierung)

—00 —0

P/ <,y <y)= [ [p(’,y)de’dy (kumulativ )

—00 —00

P(ANB) = p(z,y)dzdy

=Pz’ < (zo+dz),y < (yo + dy))
—P(a" < z0,y" < (yo + dy))
_,P(x,g x0+dx)7y/§y0) 0IIII:IIIIlIIIIlIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
+P(x" < 20,y < o) x
17 (4) Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)

Fir diskrete Verteilung ersetze Integrale durch Summen.



Randverteilungen

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Ausintegrieren einer der Zufallsvariablen:

18

typischen Problemen (z.B.
der Teilchenphysik): O(10).

P (x fp x,y)dy (Randverteilung)
P.(r < x) fpx 2’ (kumulativ )
* Im Englischen: maringal
distribution.
* Ausintegrieren von (manch- = °7
mal unbekannten) Zufalls- o8-
grof3en: Marginalisierung. o5
* Dimension der Wahr- T
scheinlichkeitsdichte in %
0.2
0’...

asyoy-x jne uonyaloid

Projektion auf y-Achse -

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



= 10

Bedingte Wahrscheinlichkeit (2d)

* Integration in einem Interval [y, yo + dy]:

p(ylr) = 1;("”(%) — fpf()i"f’g))dx, (Bedingte W'dichte)

P(B|A) = p(z,y)dzdy

pe(x)dx

[ £ o0 (-] ~l © ©
T

« Das Bsp rechts zeigt, daR sich fiir A und A’
verschiedene Wahrscheinlichkeitsdichten
ergeben konnen.

0.1

= 0.7r

* Als Verallgemeinerung zum 1-dim Fall gilt fir 0.6 20t
die Randverteilung: 05~
py(y) = PYl2)|ep(a,) 0dl
+ Sind die zwei Zufallsvariablen z und y unab- o3
hangig, dann qilt fir die Wahrscheinlichkeits- 0.2
dichte: 3

p(x,y) = pa(z) - py(y)

19 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Kovarianz ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Zur Beschreibung der Beziehung zweier Variablen zueinander fuhren wir die
Kovarianz analog zur Varianz ein:

var[r] = E[(x — E[z]) - (v — E[2])] = E[z?] — E[z]? (Varianz )

covlz,y] = E[(z — El2]) - (y — E[y])] = E[zy] — E[z]E[y] (Kovarianz)

* Bemerkungen:

2
o o . . .
* Vi = T 7% ) heit Kovarianzmatrix.
Ogy Oy

* Vyyis symmetrisch (d.h. es gibt immer eine Hauptachsentransformation).

__ Oay
pacy OxOy

heil3t Korrelationskoeffizient.

* pay nimmt Werte in [—1,41] an. Fr unabhéngige Zufallsvariablen gilt: E[zy] = E[z]E[y] ®
alsop,, = 0.

i . . Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)
Siehe letzte Anmerkung der voherigen Folie.



Korrelation (anschaulich)

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Positive Korrelation:

1 > Ty = Y1 > Y2

Negative Korrelation:

21

-y
o

N W & N

—

o

Ty > T2 = Y1 < Y2

= 075 R

H 2
Eoovs v b b e P by n Do s Brv g 1

Welche Korrelation?

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-
o

N W & N

—

L v b PO wd v s D L

=S

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)




Korrelation (anschaulich)

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Positive Korrelation:

1 > Ty = Y1 > Y2

Negative Korrelation:

22

-y
o

N W & N

—

o

Ty > T2 = Y1 < Y2

= pay = —0.75

H 2
Eoovs v b b e P by n Do s Brv g 1

Keine Korrelation!®

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(6)

Analog zum Erwartungwert (siehe Tafelbild...).

-
o

N W & N

o

oo b b b IS wd i e i by 1

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)




Korrelation (anschaulich)

Positive Korrelation:

1 > Ty = Y1 > Y2

> 10f
o
8- Negative Kor
7E xr1 > Ty =
E = 10 —
B |: « Tama M

T =Y moglich.

Yy = x moglich.

z = (x,y) mdglich.

* Unkorreliert <<= unabhangig!

* Korreliert << kausal verknipft!

Korrelation kann zufallig sein.

Correlation #1513

people who like rare
or medium-rare steak

people people who are
in general not interested in
o seeing the next
68 /° Star Wars movie
46%
More surprising

23

6

51

4

3f

of

1; Pxy =

0 II‘llI "2‘"'; 6 7 I‘Bm9 10

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Funktionen von Zufallsvariablen ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Nehmen Sie an die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) fir die Zufallsvariable x sei
bekannt. Wie sieht die \Wahrscheinlichkeitsdichte ¢(a) fur eine Funktion a(x) aus?

* Beispiel:
Sie haben den Durchmesser, z, eines Kreises gemessen. Fir p(x) haben Sie ein Modell.
Wie sieht g(a) fur die Kreisflache ¢ aus?

Absolutbetrag stellt
 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: sicher, daB g(a) positiv

semi-definit ist.
da)a=pe)ds  ala) = p(a]| 2] )

a(z) umkehrbar a(x) nicht (eindeutig) umkehrbar
a (x) N\ ale) A\
G(x)
>
oy X

24 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Funktionen von Zufallsvariablen ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Nehmen Sie an die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) fir die Zufallsvariable x sei
bekannt. Wie sieht die \Wahrscheinlichkeitsdichte ¢(a) fur eine Funktion a(x) aus?

* Beispiel:
Sie haben den Durchmesser, z, eines Kreises gemessen. Fir p(x) haben Sie ein Modell.
Wie sieht g(a) fur die Kreisflache ¢ aus?

Absolutbetrag stellt
 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: sicher, daB g(a) positiv

semi-definit ist.
¢(a)da=p(z)dz  qla) = p( A
Fdr mehrdimensionale

Wahrscheinlichkeits-

dichten wird
a(x) umkehrbar a(z) nicht (eind¢ |dz|
a (x) N\ ale) A\ zur Jacobi Matrix:

alx) 0wy dm . om
da1 Oaso Oan
B Oay Oas Oan
Oxy,
Oan

> >

OLK X 01)(7_ X

25 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Funktionen von Zufallsvariablen ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Nehmen Sie an die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) fir die Zufallsvariable x sei
bekannt. Wie sieht die \Wahrscheinlichkeitsdichte ¢(a) fur eine Funktion a(x) aus?

* Beispiel:
Sie haben den Durchmesser, z, eines Kreises gemessen. Fir p(x) haben Sie ein Modell.
Wie sieht g(a) fur die Kreisflache ¢ aus?

* Erhaltung der Wahrscheinlic z(a) =2y/%
q(a)da =p(z)dz  qla) = deg)—o /L

a(a) = p(a(a)) - |92 | = p(a(a)) -2y/L =T

a(x) umkehrbar

a (x) N\ ale) A\ zur Jacobi Matrix:
Glx) Oz dmy .. Omy
da1 Oaso Oan
day Oaso Oan
Oxy,
Oa

>
Pt
OLK X 01)(7_ X

26 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



GaufBsche Fehlerfortpflanzung \‘(IT

Karlsruhe In: e of Technology

27

Nehmen Sie an Sie hatten einen Vektor, Z, von Zufallsvariablen, deren \Wahr-
scheinlichkeitsdichten Ihnen nicht bekannt sind. Sie kennen jedoch den Vektor
der Erwartungwerte, /i, und die Kovarianzmatrix, V;,. Wie erhalten Sie eine
Abschatzung flr a(x)?

Nach Taylor-Entwicklung:

( z'_,ui)

FEla(Z)] ~a(ii) (Erwartungswert)

var(a(Z)] = ) [g;@ %} e Vi; (Varianz)

Und flr einen Vektor von Funktionen @ () erhalten Sie die Korrelationsmatrix entsprechend:

cov]ag (), a;(Z)] = > [g‘;}’: g%] o Vi; (Kovarianz)

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



GaufBsche Fehlerfortpflanzung ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Wichtige Spezialfalle:

* a=x1+T9. O

IS \V)

— 02 + 02 +2V;, (einfacher Fehler von Summen)

2 2
O-fl':

QN

. O g
.a:$1'$2 : a_2:$a%1_|_

2 4 92 V12 (einfacher Fehler von Produkten)

$2 12

* FUr diese Beispiele haben wir die Annahme gemacht, dass a(Z)bereits in fihrender
Ordnung durch eine Taylor-Entwicklung beschrieben werden kann. Wenn (%) linear
ist ist diese Naherung exakt. Sie wird jedoch immer schlechter, je nicht-linearer das
Verhalten von a(Z)|;_; wird (Bsp.: a() = 1 /x2).

* Im Zweifel Monte Carlo Methoden besser geignet zur Abschatzung von
Unsicherheiten und (v.a.) Korrelationen (oft Methode der Wahl in der Praxis).
2

N =x1+x2: Z—Q = # (binomische Fehlerfortpflanzung)

Z1

[ ] P
€ r1+xT2 ?

Wenn Sie die Fehlerrechnung selbst machen wollen,
vergewissern sie sich, dal® x; und 2 unkorreliert sind
(was ist inre jeweilige Bedeutung?). Wenden Sie dann die
Fehlerrechnung stur an. Berechnen Sie auch den
Korrelationskoeffizienten zwischen ¢ und .
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Zusammenfassung -\\J(IT

Kapiel 3.3:

Charakterisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsdichten.

Charakterisierung durch Quantilen, Lagemal.

Erwartungswert, algebraische Momente, Varianz.

Mehrdimensionale Wahrscheinlickeitsdichten, Kovarianz, Korrelationen.

Funktionen von Zufallsvariablen, Gauldsche Fehlerfortpflanzung.
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Kapiel 3.4.

Beispiele gangiger
Wahrscheinlichdichteverteilungen

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Uniforme Verteilung

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Gleichverteilte Zufallszahlen (jeder Wert unabhangig & gleichwertig):

— 4.0, 6.0]
---.[3.0,7.0]
—-[2.0,8.0]

[1.0, 9.0]

= 0.8

1 = C

— a<z<b =) -

U(x) =13 b-a — ol

() { 0  sonst 0.7

0.6~

E[x] =1/2(a +b) (Erwartungswert) -

0.5

var[z] = 1/12(b — a)? (Varianz) .

0.4

jede beliebig verteilte Zufallsvariable 0.2

z laBt sich auf eine uniform verteilte I

Zufallsvariable a(x)transformieren. 0.1
a(z) =Pz’ < x) ooim

31

dxfp )da' = p(z)

E| =ple) |E

m‘_l

=1

(firo<a<1)

|

| I

| o
||||llllllllll IIII|IIII llllFllllIllllll__l_l_l_

2 8

3 4 5 6 7

* Jeder Beginn einer Mote Carlo
Integration.

* Allgemeinster prior einer
Bayesianischen likelihood
Abschatzung.

KP)




Exponentialverteilung

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Differenz von Zufallszahlen gleichverteilt (jede Differenz(!) unabhangig & gleichwertig):

exp(x, \) = e~/

DY
Elx] = A (Erwartungswert)
var[z] = \2 (Varianz)
* NB:

Klassisches Beispiel: radioaktiver Zerfall.

In diesem Bild entspricht \ der Lebens-
dauer des Praparats.

32

<

X

~—

exp

1-
095 — =05
~h == 3210
0.8:;'. —= 2=2.0
E". 2=5.0
0'7—_'.
0.6
0.50
A}
0.4\ |
0.30
0.25
0.1
0:""|""|' ~~.'*'""|a.J..|-.|.m..|T.|.|':|:|.':=|=I=||.|.-|-|-.l-|-|..|.|.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Exponentialverteilung

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Differenz von Zufallszahlen gleichverteilt (jede Differenz(!) unabhangig & gleichwertig):

exp(x, \) = e~/

DY
Elx] = A (Erwartungswert)
var[z] = \2 (Varianz)
* NB:

Klassisches Beispiel: radioaktiver Zerfall.
In diesem Bild entspricht \ der Lebens-

dauer des Praparats.

Alle Differenzen Az
gleich und ,klein®.

Alle Differenzen Ax
gleich und ,grof®*.

33

= T
c 08¢ cn 210
(V) M
0.82 — - 2=2.0
= 2=5.0
0'7—_'.
0.6F 1
0.50-
i\\
0.4 |
A\
0.3 W
0.2
- ~.
0.1: \\\\
0:||||||||||| ~.T+F|~ﬁ_‘ﬁ‘ﬁ.m
0 1 2/)3 4 5, 6 7 8 9 10
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Binomialverteilung ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Gunstige/mogliche Ereignisse (jeder Wert unabhangig aber nicht mehr gleichwertig):

- 0.5¢
- n k _k c: - — p=0.5, n=5
B(p,n, k) = ( e ) 7 (1=p)" s O --- p=0.5, n=10
0.4 — = p=0.5, n=20
Elx] =np (Erwartungswert) 0.350 p=0.5, n=30
var|z] = np(l —p) (Varianz) 0-3;_
0.25- .-
0.23— "':
* NB: - T i I
Verteilung von k& nicht mehr gleich 0.15¢ L L
sondern folgt \Wahrscheinlichkeit p. 0| ¥ _I !
= ' r= h—
0.05-| ..: 1% |
0;&4-J:E-L.J-_L-J'_J-_I_L ;_L-|1:'|'1||||||||||L|-'=_._l...
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

k
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Poissonverteilung

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Gunstige/mogliche Ereignisse (jeder Wert unabhangig aber nicht mehr gleichwertig):

< 0.3r
ko _ B — n=2.0
P(u, k) = bye™# I --- n=5.0
' 0.25] ;
gt —- 1=10.0
| =25.0
Elxl]=np=pu (Erwartungswert) i a
0.2
var(z] = np = u (Varianz) Il
015 | *
B -1
* NB: o i i ]
entspricht Binomialverteilung im L, IL
Grenzwert p — 0, n — oo (Beweis, siehe K T
. . 0.05[ : 1
nachste Folie). o L
:i oM
0 Yy T :Mﬂﬂ.
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

k
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Binomial- < Poissonverteilung

AT

Karlsruhe Institute of Technology

36

B(p,n, k)

< h )p’“-(l—p)”k

n(n—1)(n—=2)-...(n—k+1) p* (1-%&)"
k' n’“ (1_%)’g
LO-2)(1-2)(0-kol) n
(1_£)k ' llﬁ:! | (1 _%)

1 1—2) (1-2) (1—51)y kK A
(%) (=%) (%) e (1730)
— — o

) — 1 — e H
et

u = const,n — oo

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Zentraler Grenzwertsatz \‘(IT

Karlsruhe In: e of Technology

Betrachte einen Ereignisraum mit unbabhangigen Zufallsvariablen z;
(=Experimentausgangen) der Lange n. Die x; mogen dabei einer beliebigen(!)
identischen Wahrscheinlicheitsverteilung mit endlichem Erwartungswert
und endlicher Varianz o folgen. Dann folgt die Zufallsvariable

Zn = Z:i/_—n“’ — o(z,up=0,0 =1)

fur den Grenzubergang n — oo einer Normalverteilung mit Erwartungwert 1 = 0
und Varianz 02 = 1.
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Zentraler Grenzwertsatz (in action) ﬂ(“.

Karlsruhe Institute of Technology

0 Binomialverteilung: . Poissonverteilung:
= Ver =~ Y-er
€ o ofl B(p, n, k) CHRT P(u, k)
S 018n ... ¢x=k, 1=10, 62=9) o018y ... @x=k, p=10, 92=10)
0.161 0.16(
C n — oo C
0.14f » =0 0.14F
0.12F : . np = p = const.  0.12F ro
0.1+ J : 0.1+ ; 5
0.08 ) ' 0.08 .
0.061 3 5 0.061 4
0.04 0.04 : E
002; . 0" " < 002; . i d
o:h_r"' noaflnanllonnlonallonnllonolonho 0:_FF .I...I...I...I...I...I...I.::’.~...-
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k k
n — oo n — oo
p—0 p—0
pw=np>0 pw=mnp>0
2 _ _ . 2 _ .
o =np(l=p) Normalverteilung 0T =
(universell!)
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Normalverteilung ..\g(“.

Karlsruhe Institute of Technology

* Summe vieler, unabhangiger, identisch verteilter Messungen:

— 1
© -
B 1 (z—p)? /202 5 5 1=0.0,0=0.5
SO(ZU7M7 0) — We é 0'95 — 1=0.0,0=1.0
0.8 --- 1=0.0, 0=2.0
: —-p=1.0,0=1.0
Elx] = p (Erwartungswert) 0.7 2 2
var[z] = o (Varianz) 0'65_
0.5/
0.4F-
0.3
0.2F
0.15_ // .
0_5_5__1 .' _|_|,L_ﬂf||||||||||||||vL|._I_1__ E':;-;':E.Iﬂ')
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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Log-Normalverteilung

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Produkt vieler, unabhangiger, identisch verteilter Messungen:

40

—(In(2)—p)? /20

f(x7/’L7O-) - \/2;.756

Elx] = eht1/20” (Erwartungswert)

2

var|z| = e2uto” . (e — 1) (Varianz)

NB:
Variablensubstitution:
' =In(z) do’ =dln(z) =4

fuhrt Log-Normalverteilung in Normalver-
teilung Uber:

f(xv H, O')dZE — <,0($/, 2 U)dx/’x’:ln(:p)

f(x, 0, )

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

]

—-1=0.0,0=05

M\ — 1=0.0,0=1.0

|\ --= 1=0.0, 6=1.5

|\ p=1.0,0=1.0
|\

IIIIIIII|IIII|'FI'I'I'|'I-0-II+'-I-I-I-I*‘IIII|IIII
T tm

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

X
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X*“Verteilung

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Der Logarithmus der Normalverteilung ist (bis auf eine Konstante) X verteilt:

41

() = gt el

I'(z) = [ e "**dt (Gammafunktion)

Elx]=n (Erwartungswert)
var(z] = 2n (Varianz)
NB:

Die Summe der Quadrate von n normal-
verteilten Zufallsgrofien z;

< (x;—p;)>
& = Z G

ist x*-verteilt. Die Zahl n heiRt Freiheits-
grad. Sie entspricht der Anzahl unab-
hangiger Normalverteilungen.

I3 % F

©
o
(3]
haNay]

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

X
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Karlsruhe Instit f

itute of Technology

Kapiel 3.4.

Beispiele gangiger
Wahrscheinlichdichteverteilungen

* Uniforme Verteilung, Exponentialverteilung (— jeder Experimentausgang
gleichwertig).

* Binomialverteilung, Poissonverteilung (— unterscheide giinstige/mogliche
Experimentausgange).

* Normalverteilung, Log-Normalverteilung, X2-Verteilung (— viele unabhangige
Messungen mit einem bestimmten Ausgang, u in einem bestimmten Intervall o2 ).
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