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Zusammenfassung -\\J(IT

Kapiel 3.6:

Parameterschatzung

* EinfUhrung und Grundlagen der Statistik (— Stichprobe, Schatzfunktion, Stichpro-
benverteilung, Verzerrung).

* Charakterisierung von Stichproben (— Erwartungswert, Varianz, Korrelationskoeffi-
zient).

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Zusammenfassung -\\-‘(IT

Kapiel 3.7:

Parameterschatzung mit Hilfe der
Maximum Likelihood Methode

* Stochastische Modelle, Hypothesen, Teststatistik, Likelihood Funktion.
* Maximum Likelihood Prinzip.

* Maximum Likelihood Schatzfunktion und Unsicherheit am Beispiel des
radioaktiven Zerfalls.

* Abschatzung der Unsicherheit der ML Schatzfunktion, analytisch, durch Monte
Carlo Methoden, durch die RCF Ungleichung, graphisch.

3 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)
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Kapiel 3.8:

Parameterschatzung mit Hilfe der Least
Square Methode

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Gaufverteilte Einzelmessungen ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

» Stellen Sie sich vor Sie hatten eine Meldreihe aus 9 unabhangigen Einzelmes-
sungen {y, } die alle nach Gaul} verteilt sind. Es kann sich dabei z.B. um die Zer-
fallsrate eines radioaktiven Praparats zu bestimmten Zeitpunkten {¢; } handeln.”

* Nehmen Sie weiter an, dal} jede Einzel-
messung y; einen anderen unbekannten
Erwartungswert 1;(t;) und eine bekannte
Varianz o2 besitzt. In unserem Beispiel
abgeschatzt durch /N, bei N; registrierten
Zerfallen.

'y
o
N

-e-Data o

=== Truth |

N Neun Mel3punkte |~
. von 1...9.

measurement(t)

-y
o

* Die u; konnen aulderdem mehreren wei- 1
teren Parametern 0,, abhangen. In unse- - ?
rem Beispiel entspricht ein enzelner
Parameter § der Lebensdauer des |so- ottt b s b
tops. ¢

(1)
Die Zeitpunkte der Messungen setzen Sie in diesem Fall als exakt bekannt
vorraus.

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



ML-Schatzfunktion fur GauBverteilte Messungen ._\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Sie konnen wieder die gesamte Meldreihe aus 9 Einzelmessungen als einzelnes
Zufallexperiment betrachen (vgl VL-11). In einer Maximum Likelihood Analyse, mit
w; = p(t;, 8) wirden Sie die Likelihood Funktion wie folgt ansetzen:

9

Ly}, {pi(0)},{o:}) =] —= ; o~ (vi—pi(0))? /207

i =1V 270;

) 2
In(L£(9)) = —3 21<%—5;<9>>

T

;(9))2

(2

9
* Die Likelihood Funktion wird maximal wenn die Funktion x*(0) = > (yi—g
minimal wird. i=1

* Fir nach GauB verteilte ZufallsgroRen gilt: x?(0) = —21n(L(0))

(] Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)


http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-11-ParameterEstimates.pdf

Least Square (LS-)Schatzfunktion -\\J(IT

Seien {y;} Einzelmessungen einer Meldreihe, deren Erwartungswerte {1, } unbe-
kannt, deren Varianzen {o?}jedoch bekannt sind. Diese Einzelmessungen mus-
sen nicht unabhangig sein sondern konnen uber eine bekannte Matrix {V;, } kor-
reliert sein. Die Funktion

n

X*(0) = Zgyz — i(0))T Vi (5 — 15(6))
i,j =
heillt Schatzfunktion der kleinsten Quadrate (Least Square, LS-Schatzfunktion).
Die Parameter 0 5, die X*(#) minimieren heissen Schatzwerte der kleinsten
Quadrate (Least Square, LS-Schatzwerte).

7 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Eigenschaften der LS-Schatzfunktion

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Die Anpassungsmethode der kleinsten Quadrate ist fur nach Gaul} verteilte
Zufallszahlen ein Spezialfall der Maximum Likelihood Methode.

* Wie die {y;} nach t verteilt sind kommt in
der LS-Schatzfunktion nicht vor. Man sagt
die LS-Schatzfunktion ist verteilungsfrei.

* Sind die Einzelmessungen {y; } nach
Gaul} verteilt, dann folgt die LS-Schatz-
funktion Funktion der x° Funktion aus
VL-09 (slide 41) fur (n — k) Freiheitsgrade.

2(0) :/Z_jl(y@-—gé(@))
dabei ist n die Anzahl der Messungen
und k die Anzahl der freien Parameter
des Modells.

measurement(t)
2

-
o

10—1||||||||||||||||||||||||||| (S W 111

--Data |-

ee=Truth |

Anpassung von
exp(x, ) bei fes-
ter Normierung

9 MeRpunkte minus 1 freier
Parameter — 8 Freiheitgrade.

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)


https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterfreie_Statistik
http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-09-Wahrscheinlichkeitsverteilungen.pdf

Eigenschaften der LS-Schatzfunktion ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Die Anpassungsmethode der kleinsten Quadrate ist fur nach Gaul} verteilte
Zufallszahlen ein Spezialfall der Maximum Likelihood Methode.

* Wie die {y;} nach t verteilt sind kommt in

der LS-Schatzfunktion nicht vor. Man sagt %
die LS-Schatzfunktion ist verteilungsfrei. o S s S O S S S S
g g 0.18F ¥?(1000 pseudo experiments) |.....

S. d d E I { } h g %0.162—"" —_—— XZ(X,h=8) | | | | =
* Sind die Einzelmessungen {y; } nac 2 04 1000x wiederhoft |-

Gaul verteilt, dann folgt die LS-Schatz- Em: n X Wieeermo

funktion Funktion der x* Funktion aus o /Lr“\"

VL-09 (slide 41) fiir (n — k) Freiheitsgrade. os [l

X2(9) =3 (’yi—g;w)f 0_062 el NI:\m

=1 ¢ C o

dabei ist n die Anzahl der Messungen zz: , - Dy

und k die Anzahl der freien Parameter 8 2O OO O OO OO OO e

des Modells. 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 z;o

9 MeRpunkte minus 1 freier
Parameter — 8 Freiheitgrade.

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)


https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterfreie_Statistik
http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-09-Wahrscheinlichkeitsverteilungen.pdf

Die Linear Least Squares Anpassung ..\g(“.

Karlsruhe Institute of Technology

* Die LS-Schatzfunktion kann numerisch minimiert werden. Wenn die Schatzfunk-
tion linear von den Parametern 6, abhangt ist die jedoch auch analytisch losbar,

p(ki, Or) = > ar(yi)0k = Y Aibx

k=1 k=1

in Matrixschreibweise schreibt sich x*als:

— —

X° == @)V Ny - [i) = (7 — A0)TV (5 — A0)

Um das Minimum zu finden setzen wir:

Fyx? = —2 (ATV—lg’_ ATV 14 5) Ly d.h. die LS-Schatzwerte sind
Linearkombinationen der
ursprunglichen Messungen:

OLs = (ATVTLA) ATV -y OLsk =Y Briyi

~/ 1 =1
B

1

10 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Varianz der é LS ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz der f1.s auszurechnen:

* Methode-1: aus Fehlerfortpflanzung (=Variablentransformation) von V.

cov(b;,0;) = BVBT = (ATV 1 4)~!
((Av=ra) tarv=1) v ((atv-ra)~tary )

(AT)_1VA_1ATV_1 V (V_l)TA(A_l)TVTA_1
-
=1

(AW A TAT(V ) TAADTVTA = (AT)"1V AL = (ATV—14)~!

X

X_ 1

Unter Verwendung von:
(AB)T = BTAT
(A7HT = (A7)~

]
—

11 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Varianz der 6 g

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz der 015 auszurechnen:

* Methode-1: aus Fehlerfortpflanzung (=Variablentransformation) von V.

cov(b;,0;) = BVBT = (ATV 1 4)~!

Ein Vergleich mit der RCF-Ungleichung ergibt:

—%f’;@j X2(0) = 24TV 14

COV[QAZ',QAJ'] > [—#&jlnﬁ(@)]_. = (ATV—14)-1
\ﬁ/_/

Fur normalverteilte
Zufallsgrofien

D.h. fur nach Gaul verteilte Zufallsgrof3en ist die LS-
Schatzfunktion effizient!®

VA" = (ATV-1A4)~!

Unter Verwendung von:

. (AB)T = BTAT

(A=HT = (A7)~

(2)
cf. VL-11 slide 32. Dieser Ausgang war allerdings bereits klar, weil es sich dann um eine ML-
Schatzfunktion handelt (siehe slide 33 der selben VL).

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-11-ParameterEstimates.pdf

Varianz der 6 g

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz der f1.s auszurechnen

* Methode-2: graphisch aus Abweichung von Ay? vom Wert am Minimum xZ.;,,

X (6;) = x

2({(91:5,@}) + 2' Z[ae 56; X }ezéLS (6

Y Y
— 2 _ —1
— Xmax _— COV ]

X*(0rs £ cov({0rs,i}) - O0rs) = X2 + 1

d.h. die Variation aus dem Minimum um =+
bewirkt die Erhéhung von x#({0;})um den

Wert 11©)

Aus der Taylor-Entwicklung der Likelihood Funktion im Maximum ergibt sich
—0r5.0)(0; — Ors ) + -

Aus dem folgenden Beispiel

0, (slope)

3)

cf. VL-11 slide 33. Der Faktor 2 ergibt sich aus der Definition von x

2= _92InL

(s.a. slide 6 dieser VL).

0 L1l Ll L1l
1 1112 13 14 15 16 1.7 1.8 1.9
8, (intercept)

(Anpassung einer Geraden)

minimum
1o contour

2



http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-11-ParameterEstimates.pdf

Beispiel: Anpassung eines Polynoms _\g(“.

Karlsruhe Institute of Technology

* Fallbeispiel: Anpassung eines Polynoms n-ten Grades:

p(yi, 0r) = > ar(y:)0r = > Airbr

g K=
Air = ar(y;) = yF

14 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Beispiel: Anpassung eines Polynoms

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Fallbeispiel: Anpassung eines Polynoms n-ten Grades:

15

m m
(i Or) = > an(yi)0k = > Airby
k=1 k=1 =
k @
A = ar(ys) = y; £
2
©
g
Funf unkorrelierte Datenpunkte
(gauBisch nach einer unbekannten
linearen Funktion verteilt, m =5 ):
static const int LENGTH = 5;
static float XVALUES[] = { 1.00, 2.00, 3.00, 4.00, 5.00};
static float YVALUES[] = {1.94759, 1.90523, 2.65621,|4.20916, |3.44776};
static float XERRORS[] = { ©.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00%};
static float YERRORS[] = { ©.10, 0.30, 0.25, 0.50, b.75};

Anpassung einer Geraden (k= 2)

mit 6y (y-Achsenabschnitt) und 6, (Stei-

gung).

6_ :

B - Data

- |==Truth
5_

i rd
al Ya + Ay4 L 4 //

: ‘/ [ ]
3 <y

i /¥

e

i 7
2_ ¢ //

L //

17/

i 4
0 11 1 1 1 11 1 11 1 1 |- 11 11 1 1
0 1 2 3 4 5 6

X

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Beispiel: Anpassung eines Polynoms

ST

Karlsruhe Institute o

echnology

ATV 1A

(ATV—1a) ™

ATV E

> 1/07
dowi/o]

N

det(ATV-14)
1

— det(ATV-1A)

PNYCH

= )

(

ZM%/U?

(

>oxi /o]
— > xi/o;

)

— Y /o]
1)o7

) (4)

O zi /o) wifof) = O xi/o7) (X yixi/o}
(1o)X yimifol) = Cwi/oi) (X vi/ o7

\/
B

16 4

det(ATV1A) = (3 1/07)( 2i/0f) — (L wi/0?)?

)




Beispiel: Anpassung eines Polynoms ...\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology
Z 1/0-12 Z 2131/012 Steigung (él) und y-

Ty -1 = Achsenabschnitt (4)
ATV A (sz/af 23312/0@2 > (Nantikorreliert.

N

(4)
A Yxifop = wi/o] | i
(ATV-14)"" = det(ATl\/—lA) ( S o2 (Korrelationsmatrix)

52
ave = ( i)

( 2 > _ 1 ( O zi /o) wifof) = O xi/o7) (X yixi/o} )

6, —detATVEEA) (30 1/02) i fo7) — O wifoi) (X vi/o?

1 To 1

1 I 2 \
A= . T =
frs = (ATV—1A) " ATV 1z 1o 5 )
~ o 000
=B 0 1/62 -~ 0
v-io|

(4) () 0 o1 02

T det(ATV14) = (5 1/02) (S 22/0?) — (T 21/0?)? /7 J




Beispiel: Anpassung eines Polynoms

AT

Karlsruhe Institute of Technology
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std::pair<TMatrixD,TMatrixD> LLS(TMatrixD& A, TMatrixD& V, TMatrixD& X){

TMatrixD U=TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,TMatrixD(V,TMatrixD: :kMult,A)).Invert(); /% (AMExYEAIA(-1) */

TMatrixD B=TMatrixD(U,TMatrixD::kMult,TMatrixD{A,TMatrixD::kTransposeMult,V));

TMatrixD T=TMatrixD(B,TMatrixD::kMult,6X);
return std::make_pair(T,U);

const int NPARAM=2;

TMatrixD A(LENGTH,NPARAM); 1*
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ /*
for(int j=0;j<NPARAM;++3j){ /*
A(i,7)=(j==071.0:XVALUES[1i]); 1*
1
1

/] std::cout =< "PRINTING A" << std::endl; print(A);
// inverse Korrelationsmatrix
TMatrixD V(LEMNGTH,LENGTH);
for(int i=0;1<LENGTH;++1){ /*
for(int j=0; j<LENGTH;++3j){ 1*
V(i,3j)=(i==j71./(YERRORS[1]*YERRORS[1]):0.); /*

1
/] std::cout =< "PRINTING V" << std::endl; print(Vv);

/* inverse Korrelationsmatrix

TMatrixD Y(LENGTH,1);
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){
Y(i,0)=YVALUES[i];

/* Vektor der Messwerte
}f*
}f*

1
/] std::cout =< "PRINTING X" << std::endl; print(X);

std::pair<TMatrixD,TMatrixD> fit_result = LLS(A,V,Y);

TMatrixD T = fit_result.first;

TMatrixD U = fit_result.second;

—

) —1 4\ 1 —1=
QLS:(ATV A) ATV ¢

\/
B

*/

*/
*/

*/
*/
*/

;* (Fk"‘t*\ﬂ'*ﬁ.)"(-l)*ﬁ"t*\ﬂ' *),r
J* fit result *f

LS-Schatzwerte:

0o = 1.46 £ 0.16 0g =

61 = 0.45 + 0.09 01
p(éo,é1>1::-—0.85

Wahrheit:
1.0
= 0.6

S —
g C -8— Data
e - | === Fit result (ROOT)
o 5
S | === Fitresult (own)
%)
[av
2 -
4 e
B P
L -~ [ ]
B ~
3r N
i """’,,/‘1F”'
i e
20
it
0IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
0 1 2 3 5 6

x




Beispiel: Anpassung eines Polynoms ﬂ(“.

Karlsruhe Institute of Technology
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std::pair<TMatrixD,TMatrixD> LLS(TMatrixD& A, TMatrixD& V, TMatrixD& X){
TMatrixD U=TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,TMatrixD(V,TMatrixD: :kMult,A)).Invert(); /% (AMExYEAIA(-1) */

TMatrixD B=TMatrixD(U,TMatrixD:
TMatrixD T=TMatrixD(B,TMatrixD:

return std::make_pair(T,U);

const int NPARAM=2;
TMatrixD A(LENGTH,NPARAM);
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){
for(int j=0;j<NPARAM;++j){
A(1,3)=(j==071.0:XVALUES[1]);

:kMult,TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,V));
tkMult,X);

________________________________________________ *}f
/* Koeffizientenmatrix *f
/* */
/* */
/* */
/* */

;* (Fk"‘t*\ﬂ'*ﬁ.)"(-l)*ﬁ"t*\ﬂ' *),r
J* fit result *f

}
1
J/ std::cout << "PRINTING A" <<
// inverse Korrelationsmatrix
TMatrixD V(LENGTH,LENGTH});
for(int i=0;1<LENGTH;++1){
for(int j=08;J<LENGTH;++j){
V(i,3j)=(i==j?1./(YERRORS[1]*

1
J/ std::cout << "PRINTING V" <<

TMatrixD Y(LENGTH,1);

for(int 1=0;1<LENGTH;++1){
Y(i,0)=YVALUES[i];

1

/] std::cout =< "PRINTING X" =<

std::pair<TMatrixD,TMatrixD> fit

TMatrixD T fit_result.first;

TMatrixD U fit_result.second;

Durch geschickte Wahl konnen
die Parameter dekorreliert
werden:

y(x) =0y + 01(x — )

mit 7 = zz::wl—/;f = 1.47

fhrt auf: p(4y,6,) = 108

LS-Schatzwerte: Wahrheit:
0y = 1.46 £ 0.16 0y = 1.0
0, = 0.45 + 0.09 0, = 0.6

p(0y,6:1) = —0.85

—

frs = (ATV—1A) " ATV 1z

\/
B

S —
g C -8— Data
e - | === Fit result (ROOT)
o 5
S | === Fitresult (own)
2} L
[av
2 -
4 e
B P
L ~ [ ]
L ~
3r N
i """’,,/‘1F”'
i e
20
1
O_IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
0 1 2 3 4 5 6

x




Zusammenfassung -\\-‘(IT

Kapiel 3.8:

Parameterschatzung mit Hilfe der Least
Square Methode

* Least Squares Anpassung als Spezialfall der Maximum Likelihood Methode.
* Varianz des LS-Schatzwertes und Vergleich zur Maximum Likelihood Methode.

* Analytische Losung der Linear Least Squares Anpassung am Beispiel der
Anpassung einer Geraden.

20 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)
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Kapiel 3.9:

Hypothesentests



Hypothesentests ﬂ(".

Karlsruhe Institute of Technology

* Aufgabenstellung: Bewertung von Hypothesen H; im Zusammenhang mit einer

Melireihe (Stichprobe). Die Hypothesen entsprechen den Aussagen stochasti-
scher Modelle.

* Oft geht es um die Bewertung einer ausgezeichneten Hypothese H, (z.B. Stan-
dardmodell der Teilchenphysik, Existenz oder Nichtexistenz eines neuen Teilchens, ...).

* Quantitative, objektive Verfahren zur Beantwortung der Fragen:

Kann/sollte Hy aufgrund der

vorliegenden Mefreihe ver- Meeere v X Avhie AT KL
worfen werden? "R oo N | ke For Lrme

Wie sicher ist es H; auf-
grund der vorliegenden
Meldreihe zu verwerfen?

22 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Vorgehen beim Hypothesentest

* Melreihe: ¥ = (z1,22,...,2,)

« Definition einer Teststatistik: ¢({z;})" Die
Teststatistik ist selbst zufallsverteilt nach der
Stichprobenverteilung gy, (t({x;}))-

at)}

g(t;H,)

CIT

titute of Technology

Y

* Hier spezifizieren wir die Stichprobenverteilung als

bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter der
Bedingung H,.

G
cf. VL-11 slide 7.

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)


http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-11-ParameterEstimates.pdf

Vorgehen beim Hypothesentest "

* Melreihe: ¥ = (z1,22,...,2,)

« Definition einer Teststatistik: ¢({z;})" Die
Teststatistik ist selbst zufallsverteilt nach der

Stichprobenverteilung gy, (t({x;}))-

* Hier spezifizieren wir die Stichprobenverteilung als
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter der
Bedingung H,.

* Festlegen eines Kriteriums um Hq zu verwerfen (vor
der Messung!):

a= [gu,(t)dt (Signifikanzniveau)
to

, ©
cf. VL-11 slide 7.

g(t) A olog

h

’(O t

a(tH,)

Angenommen H ist wahr, dann
ist in einem Bruchteil von o Fal-
lent > t.

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)


http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-11-ParameterEstimates.pdf

a(t) 1

Vorgehen beim Hypothesentest 1l \ IHT

. . g(t)

* Melreihe: ¥ = (z1,22,...,2,)

« Definition einer Teststatistik: t({z;})" Die o) \
Teststatistik ist selbst zufallsverteilt nach der S
Stichprobenverteilung gy, (t({x;}))- !

* Hier spezifizieren wir die Stichprobenverteilung als te b
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter der
Bedingung H,,. t < to— Hop nicht verwerfen.

t > to— Ho verwerfen.

* Festlegen eines Kriteriums um Hy zu verwerfen (vor
der Messung!):

o= fogHo (t)dt (Signifikanzniveau)
to
* Auswertung des Experiments (Mefreihe):
b= PHO (t > te:cp) = ngO (t)dt (p-Wert)
leap

(5) i Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)
cf. VL-11 slide 7.


http://comp.physik.kit.edu/Lehre/Rechnernutzung/Vorlesungsfolien/VL-11-ParameterEstimates.pdf

Fehler 1. & 2. Art ...\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Fehler erster Art:
(,false positive®)
Hy mit Wahrscheinlichkeit

o verworfen obwohl sie
wahr ist.

* Patient krank diagnosti-
ziert obwohl er gesund
ist.

* Falschliche entdeckung
eines neuen Teilchens.

HOMER'S LAW

cems to abide by this very co

26 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Fehler 1. & 2. Art .\.\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Fehler erster Art: Fehler zweiter Art:
(,false positive®) (,false negative)

Hy mit Wahrscheinlichkeit Hy nicht verworfen

a verworfen obwohl sie obwohl falsch.

wahr ist.

* Patient gesund dia-
gnostiziert obwohl er
krank ist.

* Patient krank diagnosti-
ziert obwohl er gesund
ist.

* Falschliche entdeckung _ * Neues Teilchen nicht
eines neuen Teilchens. HOMER'S LAW entdeckt, obwohl es da

* Von Relevanz beim
Vergleich von Hypothesen.

27 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



Fehler 1. & 2. Art ...\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Fehler erster Art: Fehler zweiter Art:
(,false positive®) (,false negative)

Hy mit Wahrscheinlichkeit Hy nicht verworfen

a verworfen obwohl sie obwohl falsch.

wahr ist.

* Patient gesund dia-
gnostiziert obwohl er
krank ist.

* Patient krank diagnosti-
ziert obwohl er gesund
ist.

* Falschliche entdeckung * Neues Teilchen nicht
eines neuen Teilchens. HOMER'S LAW entdeckt, obwohl es da

* Von Relevanz beim
Vergleich von Hypothesen.

* Wahrscheinlichkeiten fur den Ausgang der Messung. Eigenschaft der Messung.
Festlegung von « erfolgt (unbeeinfluldt vom Ausgang des Experiments!) vor der Aus-
wertung der Meldreihe.

28 Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)



p-Wert

AT

Karlsruhe Institute of Technology

29

Der p-Wert ist eine a posteriori \WWahrscheinlichkeit
bestimmt nach(!) Auswertung des Experiments:

Wahrscheinlichkeit flr t > t.;, wenn Hy wahr
ist wenn die Mefreihe beliebig oft wiederholt
wurde.

Achten Sie auf die Interpretation ihrer Ergeb-
nisse. Die Mathematik versort Sie mit nackten
Zahlen. Die Deutungshonheit liegt bei Ihnen.

[LwooPoyX]

Etwas unlautere Interpretation des

p-Wertes:
9(t)}
g(t:H,)
%§§§§§§§§§°§8§%
T BN BB 1D S
$3F 398 %228 § 2
358z P33 342 2
T LA A
5 @n z
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Einfacher Test der f1; Hypothese ﬂ(".

Karlsruhe Institute of Technology

* Oft ist man in der Situation, beurteilen zu mussen, wie kompatibel ein vorgegebe-
nes Modell (Hp) mit einer vorliegenden Melreihe ist.

* Die Kompatibilitat kann mit Hilfe des p-
Wertes quantifiziert werden. Solche
Tests bezeichnet man gemeinhin als
goodness-of-fit Tests.
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Beispiel Munzwurf _\g(“.

Karlsruhe Institute of Technology

* Stellen Sie sich vor, Sie haben nach 20-maligem Wurf einer Munze 17 mal Kopf

31

und 3 mal Zahl erhalten. Wie kompatibel ist die Hypothese p(Kopf) = 0.5 mit
diesem Ausgang der Meldreihe?

Blp,n.k) = ( Z )pk (1—p)*

2

p=np=10 o°=np(l—p)=5 (Abweichung von 3.130)

Sie berechnen den p-Wert als Summe der Wahrscheinlichkeiten fur das Auftreten
einer Abweichung vom Erwartungswert, die grof3er oder gleich der beobachteten
ist:

p=> B(p=1/2n=20k)=0.0026 Achtung:
k €1{0,1,2,3,17,18,19, 20} Bei einer Miinze ist Hy : p(Kopf) = 0.5
eine sehr valide Annahme. Uberlegen Sie

sich genau, wann sie diese Hypothese ins
Wanken bringen mochten.
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Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel: Zahlexperiment ﬂ(“.

* Stellen Sie sich vor, sie haben in einem Zahlexperiment (z.B. fiir den Nachweis
eines sterilen Neutrinos) 4 Ereignisse nachgewiesen. Sie erwarten aus lhrer Unter-
grundhypothese 1 Ereignis. Sollten Sie das Nobelpreiskommitee informieren?

P(u, k) = e

2

u=np=1 oc°=np=1 (Abweichung von 3.00 )

Sie berechnen den p-Wert als Summe der Wahrscheinlichkeiten fur das Auftreten
einer Abweichung vom Erwartungswert, die grof3er oder gleich der beobachteten

ISt:

p=1—0+pu+p?/2+p*/6)e”! =0.019

0 Ereignis(se)
1 Ereignis(se)
2 Ereignis(se)
3 Ereignis(se)
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Beispiel: Least Square Teststatistik ..\X‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology
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Sie kdnnen auch die Least Square Teststatistik, 015 fiir einen goodness-of-fit Test
verwenden. Stellen Sie sich vor, Sie mochten einen Wurfel auf seine Unver-
falschtheit Uberprifen. Dafur werfen Sie den Wurfen 100 mal und histogrammie-
ren wie oft die Zahlen 1 bis 6 auftauchen. Wir geben drei Beispiele von Melrei-
hen vor:

30r

number of events
N

number of events
N

number of events

Welcher ist der unverfalschte Wurfel?

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)




Beispiel: Least Square Teststatistik

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Antwort konnen sie z.B. nach 1000 maliger Wiederholung der Melireihe erhalten,
wenn 4, seiner x*(z, n) fir 5 Freiheitsgrade folgt. Warum gerade 5?

number of experiments

o
P

o
w
a

o
%)

o
)
a

%2(1000 pseudo experiments)

— == %?(x,n=5)

Unverfalscht!

A |

\

=y
L LN B LU BB BN DL L

u"l’s

C =

el

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
XZ

number of experiments

0.4 — — —

0.355 %?(1000 pseudo experiments) |
| —=—= %2(x,n=5)

0.3 : s s :

0251 Bei jeden 10. | |

0 Wourf eine 6

0.15 77X

A
Tini i

1
S

o,

L ]

1T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
2

b

number of experiments

0.41 —
0_355 %?(1000 pseudo experiments) |
r | ——= #%(xn=5)
0.3 S A O S
ozst [ Bei 60% der |
o Félle korreliert|
i gleichverteilt
0151 /T
015 ! 'L.-I\
I3 A
O.Gu;r \\\\
0= LT e

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
XZ

* Welcher ist der unverfalschte Wurfel?
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Beispiel: Least Square Teststatistik

AT

Karlsruhe Institute of Technology

* Antwort konnen sie z.B. nach 1000 maliger Wiederholung der Melireihe erhalten,
wenn 4, seiner x*(z, n) fir 5 Freiheitsgrade folgt. Warum gerade 5?

Sie haben 6 Melpunkte 1...6 minus 1
Parameter im Modell — 5 Freiheits-

grade.

o
P

%2(1000 pseudo experiments)

o
w
a

— == %?(x,n=5)

o
%)

Unverfalscht!

o
)
a

o -
i LA (L L L L B
N —

=

number of experiments

o
—
o
—
)

\

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
L] X2

number of experiments

0.4 — — —

0.355 %?(1000 pseudo experiments) |
| —=—= %2(x,n=5)

0.3 : s s :

0251 Bei jeden 10. | |

0 Wourf eine 6

0.15 77X

A
Tini i

1
S

o,

L ]

1T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
2

b

number of experiments

0.41 —
0_355 %?(1000 pseudo experiments) |
r | ——= #%(xn=5)
0.3 S A O S
ozst [ Bei 60% der |
o Félle korreliert|
i gleichverteilt
0151 /T
Mf/ LT
I3 A
O.Gu;r \\\\
0= LT e

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
2

X

* Welcher ist der unverfalschte Wurfel?
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Test alternativer Hypothesen

36

Beim Test alternativer Hypothesen stellt sich die
Frage wie gut sich bei vorgegebenem Signifikanz-
niveau, o, die alternative Hypothese, /{;, von der
Nullhypothese Hj unterscheiden lalit.

to
B = [gm, (t)dt (Fehler zweiter Art)

Je geringer der Uberlapp der beiden Wahrschein-
lichkeitsdichten gz, (t) und gg, (¢) in ¢, desto besser
Ist das Experiment dazu in der Lage die beiden
Hypothesen zu unterscheiden.

Man bezeichnet 1 — 3 als Trennscharfe oder
Machtigkeit des Tests. Die Trennscharfe ist eine
Eigenschaft des Experiments (und der Wahl der
Teststatistik).

Je geringer der Uberlapp zwi-
schen Hyund H; desto hoher
die Trennscharfe (Machtigkeit).
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Wahl der Teststatistik .\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology
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Zum Gluck gibt es bei der Wahl der Teststatistik einen eindeutigen Vorzug: Nach
dem Lemma von Neyman und Pearson ist die Statistik mit der grofdten erreich-
baren Trennscharfe der Likelihood Ratio:

0 . . .
Q=220 (Likelihod Ratio)

Oft auch als Log-Likelihood Ratio (LLR) angegeben:

q=—2In (£E554)  (Log-Likelihod Ratio)

NB:

Der Faktor —2 wird oft verwendet und ergibt sich wieder aus der Definition von x* = —2In L.
Beachten Sie, sobald Sie annehmen kdnnen, dal} die Werte der Einzelmessungen nach
Gaul} verteilt sind, folgt die Likelihood Funktion (und unter bestimmten Bedingungen auch der Like-
lihood Ratio) einer x*Funktion. Das Erlaubt den Einsatz asymptotischer Formeln zur Berech-
nung der Varianz der Schatzwertes statt muhseliger Pseudo-Experimente.

Institute of Experimental Particle Physics (IEKP)


https://de.wikipedia.org/wiki/Neyman-Pearson-Lemma

Beispiele aus der Teilchenphysik

qu = —21n<

L(n|ps+b)
L(nb)

), 0<p

— 50 LT 7 U R B L L
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http://arxiv.org/abs/hep-ex/0306033v1

Beispiele aus der Teilchenphysik

Spin und CP Hypothesentest fur das Higgs
Boson bei LHC

o
—_

.
)

Pseudoexperiments
o
o
co

0.04
PRD 89 (2014) 092007
CMS
e 0.02
O -8 CMS data/ - - - Median expec
N 5
> 60 HHO =1 [ NN )
I Mot = [ Nif-%; % =20 -0 o0 10 20 30
) +

-2 X In(LO_ /L)

40f 0"=po S +30

‘H- I

20}

decay plane Z,

decay plane Z;

TeV,L=19.7 fb"

g By e
0 | o; T 1T 1 1 2 | 28 | 2;,: 2 | 2 | 2,
any any qg—X any qg—X any gg—X q4—X any gg—X gg—X gg—X

39

NB: wie Sie sehen ist die Trennscharfe dieses
Tests ist nicht ausgesprochen hoch. Das liegt
daran, daf} der Test auf ~20 ausgewahlten Ereig-
nissen aus unzahligen am LHC aufgezeichneten
Ereignissen besteht, die mit hoher Wahrschein-
lichkeit Higgs Bosonen enthalten. Basierend auf
mehr Ereignissen (wie sie derzeit am LHC weiter auf-
gezeichnet werden) werden die Stichprobenverteil-
ungen der beiden Hypothesen immer schmaler
werden, wodurch sich der Uberlapp reduziert,
gleichbedeutend mit einer hdheren Trennscharfe.
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http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.89.092007

Zusammenfassung -\\-‘(IT

Kapiel 3.9:

Hypothesentests

* Einfache und vergleichende Hypothesentests, y>-Test, Likelihood Ratio.
* Fehler erster und zweiter Art, p-Wert.

* Einige einfache Beispiele und einige Beispiele aus dem taglichen Leben.
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Famous Last Words (FLW)

* Das war die letzte Vorlesung aus
dem Block Statistik in der
Rechnernutzung in der Physik.

* Was Sie mithehmen sollten: alles...,
kehren Sie von Zeit zu Zeit zu diesen
Folien zuruck, sie werden auf dem
web-Server verbleiben und kdnnen
als Referenz dienen.

* Falls Sie Fragen haben, kommen Sie
gerne bei mir vorbei: Physikhochhaus
9.20 (roger.wolf@cern.ch).

« Rechnen Sie die Ubungen! Davon
lernen Sie am nachhaltigsten.

* Und bleiben Sie neugierig...
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