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Literaturempfehlungen

* Einfuiihrende Literatur zu Statistik und Numerik:

* G. Cowan, Statistical data analysis, Oxford (1997) (KIT-Bibliothek).

G. Bohm, G. Zech, Einflihrung in Statistik und Messwertanalyse flr Physiker, DESY
(2006) (eBook deutsch, eBook english).

V. Blobel, E. Lormann, Statistische und numerische Methoden der Datenanalyse, DESY
(2012) (Webseite).

R. J. Barlow, Statistics: A Guide to the use of statistical methods in the physical
sciences, Wiley (1989) (KIT-Bibliothek).

W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, Numerical recipes,
Cambridge Univ. Press (2007) (Webseite).

* Skriptensammlung von Prof. G. Quast (Link):

* S. Weinzierl, Introduction to Monte Carlo methods (arxiv:hep-ph/0006269):

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://services.bibliothek.kit.edu/primo/start.php?recordid=KITSRC455289476
http://www-library.desy.de/preparch/books/vstatmp.pdf
http://www-library.desy.de/preparch/books/vstatmp_engl.pdf
http://www.desy.de/~blobel/ebuch.html
https://services.bibliothek.kit.edu/primo/start.php?recordid=KITSRC01919286X
http://numerical.recipes/
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~quast/Skripte
https://arxiv.org/pdf/hep-ph/0006269.pdf

1/36

2 Monte Carlo Methode als numerisches Hilfsmittel

2.1 Einfuhrung und Zufallszahlengeneratoren

Der Beginn jeder Anwendung der Monte Carlo
Methode ist eine Kette gleichverteilter Zufallszahlen.
Wie auf dem Rouletttisch sind Gleichverteilung und
Unabhangigkeit der Zufallszahlen in der Sequenz eine
essentielle Voraussetzung.
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Die Monte Carlo (MC) Methode

* Numerisches Verfahren aus der Stochastik um analytisch nicht oder nur aufwandig I6sbare
Probleme mit Hilfe stochastischer Konzepte zu lésen.

* Anwendungsgebiete:
* Numerische Mathematik (Integration, Optimierung, Faltung, ...).
* Angewandte Statistik (Bestimmung von Korrelationen, Fehlerfortpflanzung, Hypothesentests, ...).

* Nachbildung komplexer Prozesse mit statistischem Verhalten (Vielteilchensysteme,
Teilchenphysik, ...).

* Historie:
* Erste Idee: Enrico Fermi 1930er Jahre.

* Erste Ausfiihrung: Nicolas Metropolis, Stanislaw Ulam, John von Neumann 1940er
Jahre (im Rahmen des Los Alamos Projekts).

* Namensgebung durch John von Neumann (als code Name innerhalb des Projekts).
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(Pseudo-)Zufallszahlen

* Die Monte Carlo Methode basiert auf dem Gesetz der grof3en Zahlen. Sie beginnt mit einer
Reihe gleichverteilter Zufallszahlen.

* Diese Reihe kann entweder physikalisch oder mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators als
Pseudo-Zufallszahlen bestimmt werden.

(Pseudo-)Zufallszahlen:

Ergebnis einer
deterministischen
Sequenz (insb.
reproduzierbar)

Innerhalb eines
vorgegebenen
Intervalls nach
bester Moglichkeit
gleichverteilt.

nnnnnnnnnnnn

* In einem zweiten Schritt werden die gleichverteilten (Pseudo-)Zufallszahlen in eine beliebige
Wahrscheinlichkeitsdichte transformiert.
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Zufallszahlengeneratoren

* Beispiel: multiplikative Kongruenzgeneratoren

Y = ((Z ak:yz'—k) + b> mod m
k=1

Firi>n, neNT, mec{23,4,5, ...} (Modul)
ai,as,...a, €{0,1,2,...m—1},a, >0 (Faktoren)
be{0,1,2,...m—1} (Inkrement)
Y1,Y2,---Yn € {0,1,2,...m — 1} (Startwerte) ©)

(*) Dirfen nicht alle 0 sein wenn b=0.

* Zustand des Generators vor Erzeugung des Wertes y; bei Vorgabe von ({ak}, b, m, n)
durch Werte Yi—n,---Yn—1 vorgegeben. Startwerte (- engl. seeds).

* Wichtigste winschenswerte Eigenschaften:
* Lange Periode, bevor sich die Sequenz der Pseudo-Zufallszahlen wiederholt.

* Moglichst keine Korrelation zwischen (unmittelbar) aufeinanderfolgenden Werten.
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Linearer Kongruenzgenerator (LCG)

* Einfacher aber sehr effizienter Algorithmus aus dieser
Gruppe:

Yi+r1 = a-y; mod m

Zuerst eingefihrt von Derrick Henry
Lemmer, 1949.

* Bsp.: Durch Multiplikation mit a wird aus y; eine neue Zahl erzeugt, danach werden (fir
gerades m ) alle signifikanten Stellen (A) bis auf log, (m) (B) abgeschnitten.

* Beispiel: a = 12345678, m = 98765432 * Problem: Probabalistische Eigenschaften

hangen von Wabhl von (a,m) ab und kénnen

seed index value sehr ungunstig ausfallen.

1 1

61728396
86419752
12345680
86419752
12345680

12345678 * Mogliche Abhilfe:

* Waéhle m als moglichst grof3e Primzahl
und a als Primitivwurzel aus m .

0O 3O U i W N

86419752
9

1011010101010111010101010100010101010

h

A

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie

~—

B

hier.
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Linearer Kongruenzgenerator (LCG)

* Beispiel:

11 =a-y; modm
long int mlc_random(long int seed, int scale=40692, int modus=2147483399){ Yi+1 Yi

return (scale*seed)%modus;

}

m = 2147483399 = 23! — 249
Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier. a = 40692

Yi
* Korrelation aufeinanderfolgender Werte: ) Yi =i =
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Linearer Kongruenzgenerator (LCG)

* Beispiel:

11 =a-y; modm
long int mlc_random(long int seed, int scale=40692, int modus=2147483399){ Yi+1 Yi

return (scale*seed)%modus;

}

m = 2147483399 = 23! — 249
Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier. a = 40692

Yi
* Korrelation aufeinanderfolgender Werte: ) Yi =i =
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Linearer Kongruenzgenerator (LCG)

* Beispiel:

11 =a-y; modm
long int mlc_random(long int seed, int scale=40692, int modus=2147483399){ Yi+1 Yi

return (scale*seed)%modus;

}

m = 2147483399 = 23! — 249
Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier. — 40692

Yi
* Korrelation aufeinanderfolgender Werte: ) Yi =i =

12 5. . Fadhd
:—09: p(1* neighby
o * '\.'..-: .t a :‘ d .
0-8:' i .J. Wy o + 0-9: p(2" neighb 1 . ;
- --..cl..'.. e i :..'.: .’ * C ® b ten,t T 4 g d i -.'
0.7 sv ey vev, R fae it el P 0oF (3™ nei hbor)=0.03534:0.03158
E--.-...: . of .- 0-8?0 .- Ky ) -I. :&-0'93 .p( ¥ o'g ) - ’ L] e :
E SO LI B E TR Y ...-' . --.._
065' . ._f..? . 4 0.77.:0 .t .'7‘..: Wy 0.85 ..,',. .: :{ ..z:-., - :0.;.-1-. ':'! ..... s H
Fo 8% a8 i Beoo e o Eesi | ¥ i o R --°-.'.'...
05wl .65+ vt Y 0.7t R S b 2o e "t;.; ar e}
- s LR ) - * .n T e E '. . * . . .O .'n * .:..4 .."... »® .o
SRR IO SRS RS TR AR S P
PR « 5 9 O '.. e oo W° ‘e .-'. . ot . :.'.:. '.:... L
R Y et N s i R Ts L
e 3 * e e Fee™ 0 4 i * - b9t . *i.ot it A
02& LW e oot i% e i ot (Y 5..-. e % . Ry b P L .
.:.... .....l. 0_3_ =‘....-.I- 0.4— .o:-...,- e . o:-. " .';-.- -
Y RUREA * [o¢ w %) Foeos . ..s'-_.ﬁ. * . L » B
045, ™ .-.0.. o s eie® el AR et ,l'o"."' ., ‘. e
E: o .". ] o] 0'2—\' ‘s : Py . 0.3_-- * .'c. * P L ..' * . s P v ‘:‘
ik JAE LI R E':.:’: . 8 9 :a.oo -.!0.: 0. o . . . .l. :. . 8.
0 01 02 03 0-15.-..-,-- N 0.2, JREEREISN M PO A - SUC O KT S
:.I\ 1 |Q|| Hl.l:F 012. :.‘n:.... .: ..‘:':'.-|'..-..'.;.. ‘., ..l..o .:f-.
o 0.1 0.2 03 B L I I T S P
LI\*P I.qll..FIH -IPPT LI1*a \Ifll IIO.P‘.IMI. \.FII 1*1 \.\
0 0102 03 04 05 06 0.7 08 09 1
T

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf (*)
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/ Aus jewels 1000 iteration.


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1318531_download&client_id=produktiv

6/36

Linearer Kongruenzgenerator (LCG)

* Beispiel:

long int mlc_random(long int seed, int scale=40692, int modus=2147483399){

Yi+1 = a - Y;

mod m

return (scale*seed)%modus;

}

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
g a = 40692

Yi
* Korrelation aufeinanderfolgender Werte: ) Yi =i =

m = 2147483399 = 231 — 249
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Moderne Zufallszahlengeneratoren

* State of the Art Bsp.-1: Mersenne-Twister.

* Basierend auf Mersenne Primzahlen:
M, = 2" — 1, benannt nach Marin
Mersenne (1588 — 1648).

* 264 seeds (z.B. durch LCG initialisiert).
* Periode: 219937 — 1

* Je nach Initialisierung garantiert
unkorreliert bis zur Dimension 263.

* Z.B. verwendet in der ROOT Klasse
TRandom3.

#include <stdint.h=

uint32 t mersenne twister() {

#define N 624
#define M 397
#define HI 0x800000080
#define LO Ex7TEFffees

static const uint32 t A[Z]
static uint32 t y[N];
static int index = N+1;
static const uint32 t seed
uint32 t e;

{ 8, ©x9908bodf };

5489UL;

if (index = N) {
int i;
/* Initialisiere y mit Pseudozufallszahlen */
y[0] = seed;

for {i=1; i<N; ++1) {
y[i] = (1812433253UL * (y[i-1] ~ (y[i-1] == 30)) + i);
/* See Knuth TAOCP Vol2. 3rd Ed. P.106 for multiplier.
/* In the previous versions, MSBs of the seed affect
/* only MsBs of the array mtf[].
/¥ 2002/01/89 modified by Makoto Matsumoto

}

}

if (index == N} {
int i;
/* Berechne neuen Zustandsvektor */
uint32 t h;

Wikipedia

* f
B
e
b
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Moderne Zufallszahlengeneratoren

State of the Art Bsp.-2:
Permuted congruential generators.

Ausgangspunkt: LCG.

Weiterentwicklung: Nutze signifikante
Bits (A), um nicht-signifikante Bits (B)
zusatzlich zu permutieren.

Erreicht verbesserte statistische
Eigenschaften und nicht/kaum
vorhersagbare Zahlenfolgen.

Z.B. verwendet in numpy.random.

Wikipedia

#include <stdint.h=
static uint64 t state = Ox4d595df4def33173;
static uint64 t const multiplier = 6364136223846793005u;
static uint64 t const increment = 1442695040888963407u;
static uint32 t rotr32(uint32 t x, unsigned r)
{
return x => r | x << (-r & 31);
}
uint32 t pcg32(void)
{
uinté4 t x = state;
unsigned count = (unsigned)(x == 59); // 59 =
state = x * multiplier + increment;
X 7= x == 18; /) 18 =
return rotr32((uint32 t)(x >> 27), count); // 27 =
}
void pcg32 init(uint64 t seed)
{
state = seed + increment;
(void)pcg32();
}

1011010101010111010101010100010101010

A B
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Anwendung und Tests

* Neben der Anwendung im Bereich der Statistik spielen Zufallszahlengeneratoren v.a. eine
Rolle fur Verschlisselungsverfahren.

* Eine wichtige weitere Eigenschaft in diesen Bereichen (die flr uns keine Rolle spielt) ist die
der Vorhersagbarkeit der Sequenz.

* Testsuiten werden dazu verwendet die Eigenschaften verschiedener Zufallszahlengenerato-
ren zu Uberprifen. Beispiele sind im folgenden verlinkt:

* TestU01 (2007).
* Diehard (1995).

* Dieharder (2020).
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Quasizufallszahlen

* Reihen von (Pseudo-)Zufallszahlen verteilen sich statistisch in dem Raum, in dem sie
bestimmt werden.

* Wenn Sie einen bestimmten Phasenraum maoglichst gleichmalig ,,ausleuchten* méchten,
konnen Sie dies effizienter mit Hilfe korrelierter Quasizufallszahlen erreichen.

* Beispiel: Sobol Sequenz (1964 zur effizienten Bestimmung numerischer Integrale einge-
fuhrt):

256 Pseudozufallszahlen 256 erste Zahlren der (2,3)
(in 2d) Sobol Sequenz (in 2d)
° o ® © ;a)o oooo @owoo@dj 4 oooo Ooo0 Ooo0 Oooo @L * ROt: 1 10
0O op © .
O;Oo o o °° i 2 0o @ ooc? o ° oy o6 9 & = o Zoo ° ° Blau 11 100
2 ® o o 9 o @ ® o
[85°°,6 00 0660200 o BE R B 8 T T g . 101 ... 256
o o o = o oo oo 0.6 o ©
g) o o o @ o [e2) b @ o © o ® q
% % i g o @ i O o i0n 8 05 g e o opO
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2 Monte Carlo Methode als numerisches Hilfsmittel

2.2 Abbildung von Wahrscheinlicheitsdichten mit Hilfe
gleichverteilter Zufallszahlen

Um eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung der
erzeugten Zufallszahlen darstellen zu kdnnen, ist der f—
néchste Schritt, die gleichverteilten Zufallszahlen auf 0.9 |/ o trm s
eine beliebige Wahrscheinlichkeitsdichte transformie- = || e son sarso-o0ns
ren zu kbnnen.

p(x)

T\EAEN — - oo BxIA=T)
« pass/30k points
« fail/30k points

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

12/36

Zufallszahl — Wahrscheinlichkeitsdichte

* Die Wertemenge eines Zufallszahlengenerators ist nach bestem Vermogen gleichverteilt.

* Wie kommt man von einer Gleichverteilung von Zahlen auf eine beliebige Wahrscheinlich-
keitsdichte?

* Zwei Methoden werden im folgenden diskutiert:
* Die Transformationsmethode.

* Die Verwerfungsmethode.
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1. Transformationsmethode

* Finde eine Transformation y; = y(z;), z; € Uy 1) hach der die y; geeignet verteilt sind durch
analytische Transformation.

* Problemstellung: p(x) = Uy q)(z) (Gleichverteilung) und ¢(y) (gewiinschte Wahrschein-
lichkeitsdichte) sind vorgegeben, y(z) ist gesucht.
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* Finde eine Transformation y; = y(z;), z; € Uy 1) hach der die y; geeignet verteilt sind durch
analytische Transformation.

* Problemstellung: p(x) = Uy q)(z) (Gleichverteilung) und ¢(y) (gewiinschte Wahrschein-
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1. Transformationsmethode

* Finde eine Transformation y; = y(z;), z; € Uy 1) hach der die y; geeignet verteilt sind durch
analytische Transformation.

* Problemstellung: p(z) = Uy q)(z) (Gleichverteilung) und ¢(y) (gewiinschte Wahrschein-
lichkeitsdichte) sind vorgegeben, y(z) ist gesucht.

* Losungsansatz:

T y(x)
PE <o) = [pa)de Qo) <y@) = [ aly@) dy(a)
0 y(0)
CDF fiir p(x) CDF fiir q(y(z))
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: Lésung:
i y(x) .
P(x) = /1dx’ =z = / a(y)dy' = Qy(x));  =(y) = Qy(x)); | y(x) =97 (y)
0 y(0)
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1. Transformationsmethode - Bsp.: 1 -

1
* Beispiel-1: exp(y,\) = Xe_y/ *  (gewiinschte Wahrscheinlichkeitsdichte fiir y = 0. .. c0)
Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier. Histogramm mit
100000 Eintragen 1
; in 50 bins. q(y) = exp(y, A) = Xe v
5k —U —v'/a]? -
e | 2(y) = Qy(@)) = |—e"P| = (1)
0.8; == exp(x, A=1) |...
0_72'-] y(zr) = —AIn (1 — x)
o
o8
oAb
; 1
. _””1””2”I\Q 5‘*“6. 7J 8 J9 10

\‘ \ .
exp(z, A = 1)\‘ Befiillt mit

Beflllt mit 1
— ln(.x) : U[071] (.’E) EU[O’” (10 33)
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1. Transformationsmethode - Bsp.: 1 -

.. L _ . . o .
* Beispiel-1: exp(y, \) = 1€ /A (gewiinschte Wahrscheinlichkeitsdichte fiir y = 0. .. 00)
Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier. Histogramm mit
100000 Eintragen 1 _,
; in 50 bins. q(y) = exp(y, \) = Xe />
a i — U(x) . . —y’/x v _ —Y/x
e | 2(y) = Qy(@) = |—e"P| = (1)
0.8 == exp(X, A=1) .-
0763 y(r) = =Aln(1 — x)
o5t
L "0.52 q NB: Die Umkehrung ist nicht eindeutig:
0.4F-.h z(y) nimmt Werte zwischen 0 und 1 an.
- . VWL y(z) ist ebenso exponentiell verteilt wie
. - LL' y(1—x).
i 1 2 \“ 5 6 7 8 9 10

\‘ \
exp(z, A = 1)\‘ Befiillt mit

Beflllt mit 1
—In(z) : U y(x) 7o Vlo.11(102)
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1. Transformationsmethode - Bsp.: 2 -

1 1 2
* Beispiel-2: o(z,u,0) = \/2726_20—2(:6_“) (gewiinschte Wahrscheinlichkeitsdichte)
o

0.B.d.A. setzen wir . = 0. Das Integral von ¢ lasst sich in 2d analytisch losen:

27 R
1 1 2
Q(R) :/ 6_20%(x%+xg)dxldx2 — /d¢/6_%—2TdT;
2702 202
0 0
mit: r = /22 +23; dr® =2rdr
| 27 R . R 1 ) . i
r2 2 -2 9
Q(R> = o2 /d¢/6_ﬁrd"r = ;/G_m ; = ; |:—O'2€_ﬁi|0 = <1 —G_ﬁ)
0 0 0

Umkehrfunktion (in 2d) fiir u € Upg q;

2

u(R) = (1 — 6_21%> = Q(R)
R(u) = /—2021n (1 — u) O VvV—2In(u)-oc=Q (u)

(*) Hier gilt das gleiche wie auf Folie 14a: mit der Transformation v — 1 — w durchlaufen Sie
das uniform verteilte Interall effektiv nicht von 0 bis 1 sondern von 1 bis 0.
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1. Transformationsmethode - Bsp.: 2 continued -

1

* BEiSpieI'z QO(CC,,LL,O‘) = ﬁ
o

e 37 (Fh)’ (gewiinschte Wahrscheinlichkeitsdichte)

Wiéhlen Sie u € U 1) und ¢ € Ujg 94 gleichverteilt erhalten Sie zwei voneinander

unabhangige normalverteilte Zufallszahlen:

r1 =1+/—2In(u)-ocos¢o

ro =+/—2In(u) - osin¢

Verschiebung um p erfolgt iiber x; — ' = z; — p

Warum muss ich zwei Zufallszahlen
ziehen, um ¥(z, i1, 7) zu samplen?

Wir haben zur Integration das Problem von einer
auf zwei Dimensionen erweitert (erste Zeile der
Rechnung auf Folie 15). Das entspricht dem
Produkt zweier identischer Normalverteilungen in
zwei unabhéngigen Variablen z; und z,. Danach
haben wir R(u),u € Uy ;) ausgerechnet. Aber ¥
hangt nicht von R ab, sondern von z; = R cos ¢.
Alternativ kann ich eine unabhangige ebenfalls
nach ¢ verteilte Zufallsgrof3e z; = Rsin¢ bestim-
men.
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1. Transformationsmethode - Bsp.: 2 continued -

1 1 2
* Beispiel-2: o(z,u,0) = me_m(m_“) (gewiinschte Wahrscheinlichkeitsdichte)
o

* Ein numerisch einfacheres Verfahren, bei dem Sie keine trigonometrischen Funktionen
auswerten mussen, erhalten Sie tber das folgende algorithmische Vorgehen:

* Wahle zwei gleichverteilte Zufallszahlen uy,us € Upg 13;

Transformiere v; = 2u; — 1, auf diese Weise sind beide v; gleichférmig zwischen -1 und
+1 verteilt;

Verwerfe das Wertepaar, wenn v? = v? + v3 > 1, auf diese Weise werden die v; auf die
Einheitskreisflache um den Ursprung beschrankt;

* Sie erhalten so zwei voneinander unabhangige normalverteilte Zufallszahlen aus:

n (02
T = —2n(s)-av1—,u: —21n(v2)-av—1—u
v v
n (02
o = _211(12)).01)2_#: —21n(v2)-av—2—,u
v v
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1. Transformationsmethode - Bsp.: 2 continued -

1
V2mo?

* Beispiel-2: o(z,u,0) = e~ 2,7 (=)’ (gewiinschte Wahrscheinlichkeitsdichte)

* Ein numerisch einfacheres Verfahren, bei dem Sie keine trigonometrischen Funktionen
auswerten mussen, erhalten Sie tber das folgende algorithmische Vorgehen:
* Wahle zwei gleichverteilte Zufallszahlen uy,us € Upg 13;

* Transformiere v; = 2u; — 1, auf diese Weise sind beide v; gleichférmig zwischen -1 und
+1 verteilt;

* Verwerfe das Wertepaar, wenn v? = v# + v3 > 1, auf diese Weise werden die v; auf die
Einheitskreisflache um den Ursprung beschrankt;

* Sie erhalten so zwei voneinander unabhangige normalverteilte Zufallszahlen aus:

I (02
T = —2n(s)-av1—,u: —21n(v2)-av—1—u
v v
o (02
To = A\ —2 nis)-avg—,u: —21n(v2)-a%2—,u

P | Der Faktor 1/v? normiert einen

Kreis mit Radius v < 1 zurlick
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1. Transformationsmethode - Bsp.: 2 continued -

1
V2mo?

* Beispiel-2: o(z,u,0) = e~ 2,7 (=)’ (gewiinschte Wahrscheinlichkeitsdichte)

* Ein numerisch einfacheres Verfahren, bei dem Sie keine trigonometrischen Funktionen
auswerten mussen, erhalten Sie tber das folgende algorithmische Vorgehen:
* Wahle zwei gleichverteilte Zufallszahlen uy,us € Upg 13;

* Transformiere v; = 2u; — 1, auf diese Weise sind beide v; gleichférmig zwischen -1 und
+1 verteilt;

* Verwerfe das Wertepaar, wenn v? = v# + v3 > 1, auf diese Weise werden die v; auf die
Einheitskreisflache um den Ursprung beschrankt;

* Sie erhalten so zwei voneinander unabhangige normalverteilte Zufallszahlen aus:

I (02
T = —2n(s)-av1—,u: —21n(v2)-av—1—u
v v
o (02
Ty = _211(12)).01)2_#: —21n(v2)-av—2—,u V2

L Cv_/' ;:Sin(ﬁ

P | Der Faktor 1/v? normiert einen
Kreis mit Radius v < 1 zurtick

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf auf einen Einheitskreis mit
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/ v=1,



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

18/36

1. Transformationsmethode - Diskussion —

* Die Transformationsmethode ist ohne grof3en Rechenaufwand leicht und algorithmisch
schnell anwendbar.

* Ein Nachteil liegt in der begrenzten Anwendbarkeit, denn die Wahrscheinlichkeitsdichte
muss analytisch geschlossen formulierbar und integrabel sein. Das Integral ist dann im
allgemeinen bereits umkehrbar.
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2. Verwerfungsmethode (engl. stochastic sampling) et vorgeschiagen von

* Zur Transformation in eine beliebige Wahrscheinlichkeitsdichte p(z)erzeuge ein Paar
gleichverteilter Zufallszahlen (z, y).

* Akzeptiere Ereignis wenn y < p(x) und verwerfe sonst.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Beispiel Funktion: p(z) = exp(—|5 — z|) o101 (2)
0,10
g T i ——Ens
. . L | = = exp(-|5X|, A=
UI‘SEI’UHE“CI‘;Gh e 0.9F - acf:)epted points
Wahrscheinlich- <— - @ | —— sampled (30k points)
— n
keitsdichte ———6.8C
.Z\\
0.7F
Akzeptierte Inte- 0.6F BC:
grationspunkte <€— — = =
(30k stochastic E <
sampling). 0.4F =
/ .of
Abgeleitetes 0.23 \ { “
Histogramm (30k - WG {s» s w‘
Integrationspunkte) 0.1 TSP
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Beispiel — Numerische Integration

* Wie lafdt sich diese Methode zur numerischen Integration nutzen?

m

. n(pass
Das Integral ergibt sich aus: /p(x) x n(pass) T n(fail)

* Teile Ereignisse ein in pass und fail.

In diesem Bsp.
Flache(blau+rot).

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Beispiel Funktion: p(z) = exp(—|5 — «|)

O 7 285 4 % R #&,**+L"i~if*x¢

“inali a B | — — exp(-|5-x|.A=1) A
Ursprungllph_e 0_9 me'h“m] =1.9885 I 30k points (pass) F'
Wahrscheinlich-  <— —_ : I 30k points (fai)
keitsdichte LRSI T4 ]

Akzeptierte Inte-
grationspunkte <—
(30k stochastic
sampling).

Abgeleitetes /

Histogramm (30k
Integrationspunkte)
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Beispiel - Bestimmung der Zahl 7

* Weiteres Beispiel eines einfachen Integrationsproblems (- Buffonsches Nadelproblem):

N nass
T=4- P

Moass + Mfail (im Beispiel mit 30k stochastic sampling)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

> G AT

C 30k points (pass) 25
: 30k points (fail) K&
F 4

oy
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Beispiel - Bestimmung der Zahl 7

* Weiteres Beispiel eines einfachen Integrationsproblems (- Buffonsches Nadelproblem):

A Npass
Npass + Nfail

T = (im Beispiel mit 30k stochastic sampling)

Georges-Louis Leclerce
de Buffon (1707 — 1788)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

0 g P, % ATt § . LAt | S e
0 010203040506070809 1
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Beispiel - Bestimmung der Zahl 7

* Weiteres Beispiel eines einfachen Integrationsproblems (- Buffonsches Nadelproblem):

N nass
T=4- P

Moass + Mfail (im Beispiel mit 30k stochastic sampling)

Georges-Louis Leclerce
de Buffon (1707 — 1788)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

> AL T A

i‘ 7 (30K) =3.1489+0.00 -"f_.__;
), ; A « 30k points (fail) # -.
BB RPN S AN Dt S5 : B

AL : .

oy

-/i Nicht zu verwechseln mit
: Gigi Buffon (italienischer
Nationaltorhuter)...
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Straight random sampling

* Ein systematischeres Integrationsverfahren besteht im straight random sampling:

= 72gb(:c) dz =?

* Zur numerischen Integration evaluiere ¢(x) an N gleichverteilten Stitzstellen {z;}. Damit
gilt:

(1 & 1
]\;Enoo (N;qb(xz)) - /(b [x1,z2] dCU_ Ty — T1 /(ﬁ(ﬂ?)dﬂ?,

I= / é(z)dz = lim_ ( — qu(xi))
T1 1=1
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Straight random sampling

* Ein systematischeres Integrationsverfahren besteht im straight random sampling:

= 72gb(:c) dz =?

* Zur numerischen Integration evaluiere ¢(x) an N gleichverteilten Stitzstellen {z;}. Damit
gilt:

N X2
. 1 1
. T Lo — I ‘
I= / é(z)dz = lim_ ( - Z ¢<xz>>
* Die statistische Unsicherheit dieses Verfahrens lafdt sich aus der Varianz bestimmen:

var[I(N)] = var [””N”“ g:(b(ﬂfi)] = (@lef var [}JV: B(x:)

=1

(w2 — )’
= TVMW
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Straight random sampling

* Ein systematischeres Integrationsverfahren besteht im straight random sampling:

= 72gb(:c) dz =?

* Zur numerischen Integration evaluiere ¢(x) an N gleichverteilten Stitzstellen {z;}. Damit
gilt:

N X2
. 1 1
. T Lo — I ‘
I= / é(z)dz = lim_ ( - Z ¢<xz>>
* Die statistische Unsicherheit dieses Verfahrens lafdt sich aus der Varianz bestimmen:

var[I(N)] = var [@le zj\f:(ﬁ(l’z‘)] = (angxl)2 var [EN: ¢(;)

=1

d.h. die Unsicherheit auf 7(N) skaliert mit 1/1/N unabhangig von der Dimension des

Integrals.

Priv.
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Majoranten Methode

* Die Varianz der Methode relativ zur wahren Wahrscheinlichkeitsdichte/dem wahren

Integralwert lasst sich durch Reduktion der fail Ereignisse verbessern:

« Beispiel: Wahle M(z) = 5 - exp(— ((= =5 /2)?) als Einhullende (Majorante). Sample aus
Majorante z.B. mit Hilfe der Transformationsmethode.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

p(x)

B — - exp(5x=T)

true) =1.9865
j Pl (true) pass/30k points

j | fail/30k points
p(x)dx (30k) =1.9780-0.0039 : :

Priv.
http

(fi) [I‘O]ﬂ

p(x)

¥
_"* j pix)dx (true) =1.9865

oy,
o hi‘r'r"'_'I\
s &)

W, A

h

R S RS VR I *f;-’ﬂu“'*,a R L e L
5 T 4

rf-—_!_‘ A -I-:.. -;..‘ _;r L AP
AR A T
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Majoranten Methode

* Die Varianz der Methode relativ zur wahren Wahrscheinlichkeitsdichte/dem wahren
Integralwert lasst sich durch Reduktion der fail Ereignisse verbessern:

* Beispiel: Wahle M(z) = 5 - exp(— ((= —5)/2)?) als Einhullende (Majorante). Sample aus
Majorante z.B. mit Hilfe der Transformationsmethode.

./\/la:)

YEREE — - exp(-5x7=1)

p(x)

j p(x)dx (true) =1.9865

j | fail/30k points
p(x)dx (30k) =1.9780-0.0039 -

pass/30k points

Priv.
http

Integral value

2.8
2.6
2.4
2.2

1.8
1.6
1.4

1.2

- : === {rue integral

—&— plain sampling

—&— importance sampling

102 10° 10* 10° 10° 107 10®

Integration points

R T b B W Y A s S0 AP
0o 1 2 3 4 5 6 7

ALin L

8 9

(fi) [I‘O]ﬂ

L=t r‘.J

=

10
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Importance sampling

* Die Modifikation des straight random sampling sieht wie folgt aus:

lim (iz ¢(z;) ) — Epqla] = m‘{ M(x) (z) |
N—o0 N i—1 M(CUZ) f M(x) o
T2 ?QM(x) . N
- = o ¢(;)
I‘/¢($)dx—]\;£noo N ;M<sz)

* Das Konvergenzverhalten als Funktion von N bleibt gleich.

* Das Integral / M (x) dx ist exakt bekannt.
1 N )

* Der Mittelwert — Z
Wert. M(z;)

geht gegen 1 und I gegen den bekannten analytischen
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Importance sampling

* Die Modifikation des straight random sampling sieht wie folgt aus:

* Das Konvergenzverhalten als Funktion von N bleibt gleich.

* Das Integral / M (x) dx ist exakt bekannt.
1 N )

* Der Mittelwert — Z
Wert. M(z;)

geht gegen 1 und I gegen den bekannten analytischen

Jedes weitere Verfahren zur Varianzreduktion besteht entweder darin die numerische Inte-
gration durch bekannte analytische Teile zu ersetzen oder das sampling auf die Teile von
¢(x) zu konzentrieren, die sich am meisten von 0 unterscheiden.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Vergleich: MC Integration vs. Integration durch Stutzstellen

* Die MC Methode bezieht ihre Relevanz aus ihrer Einfachheit & ihrem Konvergenzverhalten.

* Die Konvergenz von Quadraturformeln zur Integration verlauft mit 1/»2/¢ (wobei nder Anzahl
der Stitzstellen und d der Dimension des zu integrienden Phasenraums entspricht).

* D.h.ab d =5 ist die Monte Carlo Integration Quadraturformeln ihrem Konvergenzverhalten
nach Uberlegen.
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2 Monte Carlo Methode als numerisches Hilfsmittel

2.3 Bootstrap und Ensemble Tests

Wahrend man z.B. im 18. und 19. Jhrd mangels
besserer Moglichkeiten Annahmen tber Wahrschein-
lichkeitsdichten machen musste um (z.T. nur néher-
ungsweise) analystische Rechnungen durchfihren zu
kénnen, sind im Zeitalter der computergestitzen
Datenauswertung Ensemble Tests ein wesentlicher
Bestandteil zur Auswertung und Einschatzung
statistischer Kennzahlen und damit verbundener
(physikalischer) Messungen.
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Bootstrap-Verfahren

Bradley Efron, Bootstrap methods: Another look at the jackknife, Annals of Statistics, 1979.

* Der Begriff bootstrap grindet auf eine Anspielung auf Baron Minchhausen, der sich am
eigenen Schopf aus dem Sumpf zog (,,to pull oneself up by one’s bootstrap®).

* Ursprungliche Anwendung: Basierend auf wiederholten Bootstrap-Stichproben (mit
Zuriicklegen) wird aus einer einzelnen beobachteten Stichprobe auf die Wahrschein-
lichkeitsverteilung (oder Kennzahlen derselben) der Grundgesamtheit geschlossen.

* Die erwartete Verteilungsfunktion strebt dabei der wahren Verteilungsfunktion zu (-
vergleiche VL-01 Folien 47ff).

* NB: Diese Methode wird z.B. auch zum training neuronaler Netzwerke nach dem mini
batch-Verfahren verwendet.
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Bootstrap-Verfahren - Beispiel -

* Wahre Verteilung: ¢(z,u=0,0 = 1)

* Originalstichprobe der Lange N = 100 (*):
T=-0.052; Vs2=1.06

* Erwartungswert und Varianz fir * aus 10000 Bootstrap-
Stichproben aus (*):

(T) = —0.051; +/var[(z)] = 0.11

* Zum Vergleich: Erwartungswert und Varianz des
Mittelwertes der Stichprobe aus wahrer Verteilung:

@=0 i Vear[@]= = =010

0.40 A

0.35 A

0.30

0.25 A

0.20 A

® Qriginalstichprob
— Wabhre Verteilu

700 A

600

500 A

400 A

300 ~

200 A

100 +

0_ T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 100

Mittelwerte von 10000 Booststrap-Stich-
proben

Mittelwerte
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Bootstrap-Verfahren — Beispiel -

* Wahre Verteilung: ¢(z,u=0,0 = 1)

* Originalstichprobe der Lange N = 100 (*):
T =—0.052; Vs2=1.06

* Erwartungswert und Varianz fir * aus 10000 Bootstrap-

Stichproben aus (*):

(T) = —0.051; +/var[(z)] = 0.11

D.h. 10000 Bootstrap-Stichproben der Lange
N = 100 aus der originalen Stichprobe. Die
Bootstrap-Stichprobe erfolgt mit Zurickle-
gen. Es kommt also nicht immer der geiche
Mittelwert dabei heraus.

* Zum Vergleich: Erwartungswert und Varianz des

Mittelwertes der Stichprobe aus wahrer Verteilung:

o

= 0.10
v/ 100

(T)=0 ; Vvar[(T)] =

0.40 A

0.35 A

0.30

0.25 A

0.20 A

® Qriginalstichprob

— Wahre Verteilu

700 A

600

500 A

400 A

300 ~

200 A

100 +

Mittelwerte von 100

proben

0_ T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25

Booststrap-Stich-

Mittelwerte

T
0.50

T
0.75

1.00
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Ensemble Tests

* Oft ist die Messung eines Parameters Ergebnis einer einzelnen Messung. Frage: ist das
Ergebnis reprasentativ? Sind die Unsicherheiten korrekt abgeschéatzt — eventuelle
Korrelationen bei der Fehlerrechnung bericksichtigt?

* Eine konzeptionell klare Antwort erhalten Sie durch die Durchflihrung eines Ensemble
Tests. Dieser geht wie folgt vonstatten:

* Setze eine hypothetische Wahrscheinlichkeitsdichte als gegeben voraus.
* Simuliere das Experiment so oft wie moglich (- Pseudo-Experimente).
* Analysiere jedes Pseudo-Experiment genau so wie das durchgeftihrte Experiment.

* Extrahiere die statistischen Eigenschaften aus diesem Ensemble an Pseudo-
Experimenten.
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Ensemble Tests — Beispiel 1 -

* Experiment:
* Radioaktiver Zerfall eines Préparats.

N(t) = Nge ?'; bekannt: Nyg, A =0.2s""
N(t) = —AN(t)

* 100 Messpunkte,
* Histogrammiert mit vorgegebener Anzahl an Bins,

* Bestimme )\ aus Anpassung an die Messpunkte.

* Ensemble Test:
* Wiirfle z.B. 1000 Pseudo-Experimente mit vorgegebener Wahrscheinlichkeitsdichte.

* Histogrammiere den Ausgang jedes Pseudo-Experiments wie fiir die durchgefiihrte
Messung und passe die angenommene (Exponential-)Verteilung an.

* Speichere den ermittelten Wert von \ ab und bestimme aus dem Ensemble Test
Mittelwert und Varianz des Mittelwerts.
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Ensemble Tests — Beispiel 1 -

* Ergebnis des Ensemble Tests:

(A) = 0.223 +0.029 s~

bei vorgegebenem wahrem Wert von:
A=0.2

 Die Werte von \ und N, sind korreliert
und die Verteilung von \ nicht normal-
verteilt.

* Mit Hilfe einer analytischen Rechnung
hatten Sie bei diesem einfachen Bei-
spiel bereits Schwierigkeiten bei der
Interpretation der Unsicherheiten.

Eintrage

250 -
200 -
150 A
100 A

50 7

0 .
0.0 0.1

(0.2
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Ensemble Tests — Beispiel 2 -

* Physikalische GroRexperimente (z.B. am LHC) sind zu komplex, um analytische Vorhersagen
zuzulassen.

* Insbesondere Experimente der Teilchenphysik eignen sich jedoch hervorragend flr die
Simulation mit Hilfe der Monte Carlo Methode.

* So gut wie alle Elemente der Simulation sind stochastischer Natur.

* Nicht nur die statistische Gesamtheit sondern jedes einzelne Ergebnis (,,Ereignis®) der
Simulation hat die Bedeutung eines mdglichen Ausgangs des Experiments.
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Monte Carlo Methoden in der Teilchenphysik

Wahrscheinlichkeit ein
bestimmtes Parton im
Proton anzutreffen;

H1 and ZEUS HERA I+II PDF Fit

-
Gg 2 2 §
.‘ Q% = (100 GeV) =
£
| Xg g
08l | —— HERAPDF1.5 NNLO (prel.)
- exp. uncert.
1 I:l model uncert.
xS 1 i -
R\ l:l parametrization uncert.
06

HERAPDF Structure Function Working Group

0 0.2 04 0.6 0.8 1
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Monte Carlo Methoden in der Teilchenphysik

Wahrscheinlichkeit einen
bestimmten Endzustand
zu beobachten:

My = S Lmree

TT ~ Hv

xf
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Monte Carlo Methoden in der Teilchenphysik

Wahrscheinlichkeit fur
den Zerfall 7 — 3,

25e-13 T T T
+  ALEPH data
a --- RYT.nop’
2e-13 — RyT.p’ —
a 1S 13 -
>
<
o
2
5 leld —
(|
Se-l4 -
0 |
0 i 3
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Monte Carlo Methoden In der Teilchenphysik

Energieverlust eines
- geladenen Teilchens in
2561 einem Medium.
9 et - Bethe-Bloch Gleichung Landau Verteilung
—" SREE KD WLANRARRN ALY RARRELARLS REARE RARRN LAAR = I
g : cus s F — =1.0,0-03
d T;I.Se—l = F Fitto reter_ence data = %9 e p=2.0,0=0.3
8 () 8k —— Extrapolation 103 - 0.8; —-1=2.0,0=05
g = F E p=4.0,0=0.3
S et = Vis 0.7
q 9 F g
w 6 3 K = 2.468 + 0.000 061 R
se-l E 5 C=2.679+0.011 102 0.5 \
0 S C 0 .
W gyr 0.4 B
x [ C e~
D 3 o3| N\ ~u
L E 10 E : .
© ok 0.2; ! kK
1E 0.1J <
0; ; I 0: SRR A R P s "'h-‘\‘—r.mA—
051152253354455 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p [GeVic] X

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

33/36

Monte Carlo Methoden In der Teilchenphysik

2.5e-1

2e-1

1.5e-1.

dTdQ” (Gev™)

&

Energieverlust eines
geladenen Teilchens in
einem Medium.

Bethe-Bloch Gleichung

e 10- T T IRERRARAARE RERRE RRRRE LARLE RRRN!
& ;s cMs
S 9 o Fit to reference data
F —— Extrapolation
L 8 3
= 9% 10
— 7F dE o m?
§ o ﬁ:KF-I-C
© OF K = 2.468 + 0.009
E e C=2.679+0.011 102
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7]
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x
R
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o oE
1

o

005115225 3354455 1

p [GeV/c]

L(, 0, %)

* Alles stochastisch unabhangige
Prozesse

* Jeder akzeptierte Integrationspunkt
konnte ein echter Ausgang des
Experiments sein.

e

Landau Verteilung

0 9; —u=1.0,0=0.3
~r ---pn=2.0,0=0.3
0.8 —=-u=2.0,0=0.5
E u=4.0,0=0.3
0.7
osf | | -
osf [ |
0.4F
F ~
0.3 : "
02| i\ %
0.1! ;
C H ~—
oG Ll el s |
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Beispiele von Daten-MC Vergleichen
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Bedeutung von Ensemble Tests

* Viele analytische Methoden der Statistik setzen bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichten
(z.B. Normalverteilung oder x*Verteilung) voraus. Diese Voraussetzungen sind nicht immer
erfullt und oft nur schwer nachzuweisen!

* Diese Methoden grinden aus der Zeit als Ensemble Tests sehr aufwéandig und daher i.a.
nicht mdglich waren.

* Vorteil aller sampling Methoden (wie dem Bootstrap-Verfahren und Ensemble Tests) ist,
dass sie keine solche Annahmen uber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grundgesamt-
heit machen. Getroffene Annahmen kénnen ohne konzeptionelle Schwierigkeiten systema-
tisch variiert werden.

* Soweit Sie die Mdglichkeit dazu haben, sollten Sie einen Ensemble Test einer analytischen
LOsung vorziehen oder zumindest die analytische Losung durch einen Ensemble Test
supplementieren.
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Zusammenfassung

* Zufallszahlengeneratoren.

* Transformation gleichverteilter Zufallszahlen auf beliebige Wahrscheinlichkeitsdichten und
numerische Integration.

* Bootstrap-Verfahren und Ensemble Tests.
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