Rechnernutzung in der Physik

Karlsruher Institut fir Technologie
Wintersemester 2020/21

Teil - 1 “Computerbasierte Methoden der Statistik”
Roger Wolf (roger.wolf@cern.ch), Ralf Ulrich (ralf.ulrich@kit.edu)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
mailto:roger.wolf@cern.ch
mailto:ralf.ulrich@kit.edu

I

Inhalt

1  Einfihrung und Grundlagen

Wahrscheinlichkeit, Statistik, Werkzeuge der statistischen Datenanalyse, ...

S 2 Monte Carlo Methode als numerisches Hilfsmittel
% Numerische Integration, Simulation komplexer Zusammenhange, ...
]
o2 L : o
n? 3 Parameterschatzung mit Hilfe der Maximum Likelihood Methode
Likelihood vs. Wahrscheinlichkeit, Maximum Likelihood als Optimierungproblem, ...
4  Parameterschatzung mit Hilfe der x*~Methode
Ableitung aus Maximum Likelihood Methode, Optimierungsverfahren im allg., ...
5 Hypothesentests in der modernen Physik
Begriffe des Hypothesentests, Beispiele, Anwendungen in der Physik, ...
S 6 Kollaboratives Arbeiten und moderne Softwarewerkzeuge
D
E 7  High-Performance Computing: optimales Zusammenspiel von

Hard- und Software

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

7

Literaturempfehlungen

* Einfuiihrende Literatur zu Statistik und Numerik:

* G. Cowan, Statistical data analysis, Oxford (1997) (KIT-Bibliothek).

G. Bohm, G. Zech, Einflihrung in Statistik und Messwertanalyse flr Physiker, DESY
(2006) (eBook deutsch, eBook english).

V. Blobel, E. Lormann, Statistische und numerische Methoden der Datenanalyse, DESY
(2012) (Webseite).

R. J. Barlow, Statistics: A Guide to the use of statistical methods in the physical
sciences, Wiley (1989) (KIT-Bibliothek).

W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, Numerical recipes,
Cambridge Univ. Press (2007) (Webseite).
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3 Parameterschatzung mit Hilfe der ML Methode

3.1 Begriffsklarung Parameterschatzung

In diesem Kapitel geht es um die Abschatzung
parametrisierter Eigenschaften einer Zufalls-
grél3e auf einer Grundgesamtheit mit Hilfe von
Stichproben. Dabei klaren wir zun&chst einige
fur die mathematische Formulierung notwendige

Begriffe.
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Beispiele flir Parameterschatzungen

* Aufgabe: Schatzen Sie die erwartete Korpergrof3e aller Studierenden am KIT.

* Maogliche Vorgehensweisen nach dem Ziehen einer reprasentativen Stichprobe der Lange N:
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Beispiele flir Parameterschatzungen

* Aufgabe: Schatzen Sie die erwartete Korpergrof3e aller Studierenden am KIT.

* Maogliche Vorgehensweisen nach dem Ziehen einer reprasentativen Stichprobe der Lange N:

* Addiere alle Kdrpergrél3en der Stichprobe und teile durch N (- arithmetische Mittel).

Bilde arithmetisches Mittel nur tber die ersten 10 Kandidaten und verwerfe den Rest.
* Addiere die kleinste und grof3te Kérpergrof3e und teile durch 2.

* Addiere alle KdrpergrofRen und teile durch N-1.

* Ignoriere alle Daten und nehme 1.8 m an.

* Multipliziere alle Korpergrél3en und ziehe die N-te Wurzel.

* Mittle die Korpergrol3en, die am haufigsten auftreten.

* Bericksichtige nur jeden zweiten Kandidaten bei der Mittelung.

Alle diese Methoden fuhren auf unterschiedliche Schatzwerte der Zufallsgrof3e ,,Korper-
grofe der Studenten am KIT*“. Aber welche dieser Schatzwerte sind sinnvoll?
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Wahrscheinlichkeitsrechnung vs. Statistik

* In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die wahre Wahrscheinlichkeitsverteilung als bekannt
vorausgesetzt.

* In der Realitat ist der Wahrscheinlichkeitsraum normalerweise nicht (vollstandig) bekannt. Er
muss mit Hilfe begrenzter Stichproben charakterisiert werden:

Sei = eine Zufallsvariable, die nach der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) verteilt ist und A eine
Menge von n unabhéngigen Zufallsexperimenten. Die n Werte {z;} konnen als n-dimensionaler
Vektor @ = (1, x9,...,7,) in einem neuen Ereignisraum aufgefasst werden. Da die Einzelereig-
nisse {z;} stochastisch unabhéngig sind ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber dem neuen

Ereignisraum gegeben durch:

P@) =[] pla).

1<i<n

* ¥=(x1,x2,...,x,) entspricht statistisch einer Stichprobe. Diese kann als Ausgang eines
Experiments oder einer Messreihe betrachtet werden.
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Einzelmessung vs. Stichprobe

* Beispiel: Messreihe aus 50 Einzelmessungen

Messreihe aus 50 Einzelmessungen:

> Ausgang der Einzelmessung:
folgt p(z)
Ausgang der Stichprobenmessung:
—> _
folgt P({z;}) = [I p(z:)
1<i<n

Stichprobe

Q@ Einzelmessung

* Eines der Grundprobleme der Statistik ist es aus den gemessenen Werten ¥ auf die
Eigenschaften von p(z) zu schlieRen, wenn man p(z) nicht kennt.
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Teststatistik

Eine Funktion einer beliebigen Anzahl beobachteter Einzelereignisse & heif3t Teststatistik.

* Eine Teststatistik kann beliebig viele freie Parameter besitzen, sie kann selbst ein mehr-
dimensionaler Vektor ¢t = (t1,ts,...,ty) (fir n > m Einzelmessungen %) sein.

* Im Extremfall kann sie den Einzelmessungen selbst entprechen. Ublicherweise ist t aber
eine einfache skalare Funktion. Die Reduktion der Dimension erfolgt i.a. aus Grinden
der besseren Handhabarkeit.

* Die Teststatistik ist eine Funktion der zufallsverteilten Z und folgt damit selbst einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢(¢(%)).
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Schatzfunktion

Eine Statistik zur Bestimmung der Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsdichte heifit Schéitz-
funktion (oder Abschitzung), zur Bestimmung eines Schitzwertes.

* Die Schatzfunktion d(-) einer Eigenschaft einer Wahrscheinlichkeitsdichte und/oder der
Schatzwert 6 werden oft mit einem © bezeichnet, um sie vom wahren Wert 6 zu

unterscheiden.

* Wenn li_>m P(|0 — 6] > €) = 0 dann heissen d(-) oder § konsistent, dabei ist n die
n x
Lange der Stichprobe.
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Die Schatzfunktion als Zufallsvariable

* Da die Schatzfunktion §(Z) eine Funktion der 7 ist ist sie selbst eine Zufallsvariable. D.h.
nach vielfacher Wiederholung des Experiments folgt der Ausgang der Experimente selbst
einer Wahrscheinlichkeitverteilung ¢(¢, 6) (vgl. Folie 5, letzter Eintrag).

Wir bezeichnen g(0, ) als Stichprobenverteilung. Der Erwartungswert von 6 ist definiert als:

E[6(z,0)] = /é-g(é, 0) df = / /é(;f) 1. 0)da;.

Der Erwartungswert ist definiert fiir eine unendlich grole Stichprobe von Experimenten der
Lange n.

* Beachten Sie, dass g(é, ¢) i.a. auch von den wahren Werten ¢ abhangt.

* Im Englischen bezeichnet man die Stichprobenverteilung als sample distribution.
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Zwischenergebnis - Begriffsklarung

Experiment aus 50 Einzelmessungen:

Verteilung der
Stichprobenmessungen

(Stichprobenbverteilung):

6(x) folgt ¢g(0(%),0)

s

Stichprobe

Auf diesem Raum schatzen wir
Eigenschaften von p(x), parame-
trisiert durch 9 ab, selbst wenn die
eigentliche Form von p(z) unbe-

NB: Dieser Raum ist in
den folgenden Folien
oftmals abstrakt, kann
aber gerade mit Hilfe
von MC Methoden
selbst gesampled
werden.

—> folgt P(

Ausgang der Einzelmessung:
folgt p(x,0)

Ausgang der Stichprobenmessung:

{zi}) = 11 p(xi,0)

1<i<n

kannt bleibt.
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Verzerrung (engl. bias)

Die Grofle

b= E[A(Z,0)] -6

heit Verzerrung (bias) der Schitzfunktion.

* NB: Der bias der Schatzfunktion hangt nicht von den Einzelmessungen{z;} ab sondern
von der Stichprobenléange der Messreihe, der funktionalen Form der Schatzfunktion, den
Eigenschaften von p(x) und dem wahren Wert 6.

* Ein Schéatzwert fir den der bias unabhéangig von der Stichprobenldnge der Messreihe 0
ist heil3t erwartungstreu, ein Schatzwert flr den b = 0 flr n — oo heil3t asymptotisch
erwartungstreu.
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Verzerrung (engl. bias)

* Frage: Wie kann ich den bias bestimmen, wenn mir der wahre Wert des Parameters ¢
nicht bekannt ist?

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

9a/49

Verzerrung (engl. bias)

* Frage: Wie kann ich den bias bestimmen, wenn mir der wahre Wert des Parameters ¢
nicht bekannt ist?

* Antwort:

* In einigen wenigen Fallen 13t sich (asymptotische) Erwartungstreue analytisch
beweisen. Wir haben dies bereits in VL-01 fir die folgenden Schatzfunktionen gemacht:

* Mittelwert () der Stichprobe.
* Varianz ( s?) der Stichprobe.

* Korrelationskoeffizient () der Stichprobe.
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* Antwort:

* In einigen wenigen Fallen 13t sich (asymptotische) Erwartungstreue analytisch
beweisen. Wir haben dies bereits in VL-01 fir die folgenden Schatzfunktionen gemacht:

* Mittelwert () der Stichprobe.
* Varianz ( s?) der Stichprobe.

* Korrelationskoeffizient () der Stichprobe.

* NB: Bei diesen besonderen Schatzfunktionen verzichtet man oft auf den .
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Verzerrung (engl. bias)

* Frage: Wie kann ich den bias bestimmen, wenn mir der wahre Wert des Parameters ¢
nicht bekannt ist?

* Antwort:

* In einigen wenigen Fallen 13t sich (asymptotische) Erwartungstreue analytisch
beweisen. Wir haben dies bereits in VL-01 fir die folgenden Schatzfunktionen gemacht:

* Mittelwert () der Stichprobe.
* Varianz ( s?) der Stichprobe.

* Korrelationskoeffizient () der Stichprobe.

* NB: Bei diesen besonderen Schatzfunktionen verzichtet man oft auf den .

* Beachten Sie: Alle drei Grof3en sind (asymptotisch) erwartungstreu. Sie kdnnen also
aus der Stichprobe (asymptotisch) die wahren Werte fur Erwartungswert, Varianz und
Korrelationskoeffizient von p(z) (p(x,y)) ermitteln ohne irgendetwas tber p(z) (p(z,y))
zu wissen!
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Verzerrung (engl. bias)

* Frage: Wie kann ich den bias bestimmen, wenn mir der wahre Wert des Parameters ¢
nicht bekannt ist?

* Antwort:

* Im allgemeinen testen Sie die Erwartungstreue einer Schatzfunktion z.B. mit Hilfe eines
Ensemble Tests unter Annahme eines wahren Wertes 6.
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Statistische und systematische Unsicherheiten

Die Grofie

-~

MSE = E[(§ — 6)%] = E(0 - E[0])%] +§2[9 — 6] = o} +b;

-

Il

-~

var(f] v’

heift Genauigkeit (mean squared error) der Schiatzfunktion. In einer physikalischen Messung
beschreibt var[f] die statistische Unsicherheit der Messung. Die systematische Unsicherheit leitet

man aus b ab.

* Beachten Sie: Der MSE ist a priori eine abstrakte Gréf3e, weil Ihnen 6 in der Gleichung
a priori nicht bekannt ist. Sie kann z.B. dadurch konkret werden, dass Sie ihr eine hypo-
thetische Wahrheit unterlegen (siehe Folie 12). Fir erwartungstreue Schéatzfunktionen ist
der zweite Summand der oberen Gleichung allergings 0. Das lasst Aussagen Uber den
Schéatzwert zu, ohne etwas Uber 9 zu wissen.
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Statistische und systematische Unsicherheiten

* Wir weisen die angegebene Beziehung der vorherigen Folie im folgenden explizit nach:

MSE = E[(0 - 6)°] = E[( - E)*) + E°0 - 6] = o3 +

~ -~

LHS RHS

A

E[f] :/e-g(é,e)deze-/g(e,e)deze

LHS:
E[(6 — 0)?] = E[6?] — 20E[0] + 6 (*)

RHS:
E[(0 - E[0])°] = E[0*] - E[0]* ;  E°[0—6] = E[f]° - 20E[] + 6°

A A

E[(6 — E[6])°] + E*[0 — 6]] = E[6°] — E[6)’ + E[f]* — 20E[6] + 6° = E[6°] — 20E[0] + 6°

7 NS

-~

(T) (2) vergleiche mit (*)
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3 Parameterschatzung mit Hilfe der ML Methode

3.2 Maximum Likelihood Methode

In diesem Kapitel fuhren wir die Maximum Likelihood
Methode als allgemeines Prinzip zur Parameterschat-
zung begrifflich ein.
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Hypothese

* Im weiteren werden wir uns mit der Auswahl und Bewertung von Modellen in Form von
Hypothesen beschaftigen:

Eine (statistische) Hypothese ist eine Annahme, die mit Methoden der mathematischen Statistik
auf Basis empirischer Daten iiberpriift werden kann.

* (Uberprifbare) Vorhersagen fur die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses.

* Eine Hypothese heildt einfach, wenn sie direkt Wahrscheinlichkeitsaussagen zulasst,
oder zusammengesetzt wenn sie unbekannte (d.h. noch zu bestimmende) Parameter 6,
enthalt.
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Likelihood Funktion

Sei x eine Zufallsvariable, die nach einer Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,8) verteilt ist. Dabei sei
0 (mindestens) ein unbestimmter Parameter. Seien weiterhin {z;},7 = 1...,n Einzelmessungen
von z. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir die Einzelmessung z; im Interval [z;, z; + dz] zu

finden gegeben durch
P(x;,0) = p(x;,0)dz;

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ausgang des Experimentes ist gegeben durch

P'({x;},0) = H p(z;,0) da;

1<n

Die Funktion

E({:’E%} 9) = Hp(fﬁ'z 9)

1<n

(als Funktion des unbestimmten Parameters #) heifit Likelihood Funktion.
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Maximum Likelihood (ML)

* Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z, #) ist durch die Hypothese vorgegeben. D.h. wir nehmen
an, dass die parametrische Form von p(z, §) bekannt und richtig ist.

* Wir kdnnen dann davon ausgehen, dass die Wahrscheinlichkeit, P({z;}, #) fur das Vorlie-
gen der Einzelmessungen{x;} fur den korrekten Wert von ¢ hoher ist, als flr jeden
anderen Wert,

* Da die dz; nicht von § abhangen darf die gleiche Annahme Uber £(6) gemacht werden.

Wir bezeichnen das Maximum von £(f#) als Maximum Likelihood Schitzfunktion @y, des Pa-
rameters 8. Wenn £(#) (mindestens zwei mal) stetig differenzierbar ist ist fyq, gegeben durch:
d 0?

NB: Beachten Sie, dem ML Prinzip
liegt immer eine Wahrheitshypo-
these zugrunde.
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Negative Log Likelihood (NLL)

* Fur feste Werte von @ ist £(0) selbst eine Wahrscheinlichkeitsdichte (als Funktion der {x;}).
Insbesondere beim Vorliegen vieler Einzelmessungen kann £(#) sehr kleine Werte
annehmen.

* Es erweist sich sehr oft als praktikabel statt £(#) den Logarithmus In (£(#))zu verwenden.

Vorteile: Zuordnung:

* Kleine Zahlen lassen sich besser darstel- * ¢ korrekt: £(0) grof3, In(L(#))grof3.
len und sind numerisch besser zu verar-
beiten. * ¢ falsch: £(0) klein, In(L(6)) klein.

* Produkte transformieren sich in Summen.

* In der Praxis sucht man oft nach dem Minimum der Negative Log Likelihood (NLL), — In(£(#)).
(Siehe VL-04 Folie 27ff)
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Logarithmische Ableitung

* Beweisen Sie durch Ableitung von In (£(6)), dass der Wert gy, fur £(6) und fur In (£(6))
identisch ist.
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Logarithmische Ableitung

* Beweisen Sie durch Ableitung von In (£(6)), dass der Wert gy, fur £(6) und fur In (£(6))
identisch ist.

) 9L
5 (In(£®)) = 82(2)) =0

Da Sie davon ausgehen kénnen, dass £(6) # 0 ist die Position des Maximums von £(6#) mit
der Position des Maximums von In (£(6)) identisch.
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Transformationsinvarianz

* Es kann sein, dass Sie sich nicht fur die ML Schéatzfunktion fur 6 sondern fur die ML
Schatzfunktion einer Funktion a(#) interessieren. In diesem Fall gilt:

0 0 0

agLlal0) = 5~ L(a(0)) - 55a(0) =0

.0 .
d.h. fir — It:
ur 8(9&(9) #0 gl

0 0

—L(a(f)) =0 & —L(a(f)) =0

5 L(a(0) 5 L(a(0))

Man erhélt also ., (0) = a(far) . Man bezeichnet diese Eigenschaft als Transformations-
invarianz.

NB: D.h. der ML Schatzwert von a
ergibt sich aus dem ML Schatzwert
von ¢ und dem vorgegebenen
funktionalen Zusammenhang.
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3 Parameterschatzung mit Hilfe der ML Methode

3.3 Beispiele fiir ML-Abschatzungen

Wir geben im folgenden einige Beipiele fur die Anwen-
dung der ML-Abschétzung.
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Beispiel — 1: Stichprobe gaul3verteilter Zufallsgrof3en

* Wir betrachten den Fall einer Stichprobe gaul3verteilter Zufallsgréf3en der Lange IV:

* Likelihood Funktion'

1 (wz “)
L{i}, ) H /—27TU

Z(ln 27'(' —l—ln )—l—(xia_—z'u)Q)

=1

l\Dlr—\

In(L({z:}, 1))

* ML Schatzfunktion finr,:

0 N xr; —
gy ML) ) = 37 H o,

- 0}
=1

1 Zx ML Schatzfunktion entspricht
' arithmetischem Mittel.
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Beispiel — 2: Stichprobe poissonverteilter Zufallsgrof3en

* Wir betrachten den Fall einer Stichprobe poissonverteilter Zufallsgrof3en der Lange N:

* Likelihood Funktion:

L(Rki}, p) =

@1n “In (ki) — ):—Nu+§5@unmy4nwm)

=1

L({ki}, 1))

||Mz =

* ML Schatzfunktion finr,;:

0
5 (L (ki) ) ——N+Z

1 Z ' ML Schéatzfunktion entspricht
*  arithmetischem Mittel.
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Beispiel - 3: Radioaktiver Zerfall

* Wir werden im folgenden das Erlernte auf ein konkretes und einfaches Beispiel anwenden. Es
handelt sich um die Bestimmung der Lebensdauer eines radioaktiven Praparats.

* Unsere Wahrheitshypothese ist, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte dieses Zerfalls die
Exponentialverteilung exp(z, 6)ist.
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Erinnerung: Eigenschaften der Exponentialverteilung

exp(x, ) = le_x/e
Elx] =146 (Erwartungswert)
var[z] = 6? (Varianz)

* Wir betrachten eine Messreihe betehend
aus 50 Ereignissen verteilt nach exp(x, 0)
mit 6 =1.

exp(x, A)

— 2=0.5
=== 2=1.0
—=2=2.0

A=5.0

||Iylll|||||||JIII-I-|_I_IJJ1FF‘II
- hamcd=t
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ML Schéatzfunktion

* Likelihood Funktion'

L({z:},0) H 0

In(£({z:}.6)) = >~ (~In(6) — )

* ML Schétzfunktion .

% In(L({x},0)) = i (; " ;32)

=1

= ¥
o 0 95__ exp(x, A=0.5)
;-I === exp(x, A=1.0)
0.8
E'. == exp(x, 1=2.0)
0.7 ;_". — random events (A=1) |
0.65*
0.5/
5\ ]
0.4\ &
- \\;
0.3F 5
C 2\\
0-2 : ‘1 A\
3 <~\
O B L4k T v ]
s'. [~ i
0 1 [l . L.I.I fl‘n-Ju.L_n.Lm F"E‘F'T"'{E""ﬁ-‘- S
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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ML Schéatzfunktion

* Likelihood Funktion'

L({z:},0) H 0

In(£({z:}.6)) = >~ (~In(6) — )

* ML Schétzfunktion .

% In(L({z;},0)) = i (2 - gé)

>0 —0 + x;
- Z 02 03
1=1
50
> @i =500
1=1

z
o 0 95—- exp(x, A=0.5)
;-I === exp(x, A=1.0)
0.8
E'. == exp(x, 1=2.0)
0.7 ;_". — random events (A=1) |~
0.65*
0.5/
5\ ]
0.4\ &
- \\;
0.3F 5
C §\
0-2fmr i
0.1 o]
- .\ —
0 1 ! .| T fl'wiu.L_n. |_T: F| .E“-'T""{E""i-‘- e 1L |
0 1 4 5 6 7 8 9 10
X

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

50

A 1 ) . .
Onip, = — T ML Schéatzfunktion entspricht
50 ; ’ arithmetischem Mittel.
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ML Schatzfunktion — 1 —
= 0_92_. exp(x, A=0.5)
* Likelihood Funktion' 0_83% == exp(x, h=1.0)
C% — T exp(x, 4=2.0)
{xz} 9 H 0 0'7;_% — random events (\=1) |
0.6
50 . C 1
In(L({z:},6)) = > (~(9) - ) Y
=1 0 0.4F\ 1
' E A\l
O3
* ML Schatzfunktion 6y, : 0.2y 1) S
o. 10T LA L ?\~\
Y > 1w [I“Hm T e s e e L
%ln( ({xi}’e)):2<9+92) % 12 3 456 7 8 9 10

50 _g + Z; Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
=1

* Beispielwerte fur In(L£(6)):

> i =500y ; In(L(6))|g/, = —67.5923
. 1 ) _ _ In(L£(0))],—; = —51.1248
Onr, = — Z T ML Schatzfunktion entspricht
50 ’ arithmetischem Mittel.
i=1 In(£(0))|g—y = —60.2198
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf Zurick zu Folie 23a
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Erwartungswert von 6yr,

* Erwartungswert von §,,;, am Beispiel p(z) = exp(z,0):

9ML / /HML L£(Z,0)dxy ---da,,

O, ist konsistent
& erwartungstreu.

Zurtick zu Folie 32
Zurtick zu Folie 34

1 & 1 = 1 = 1
-y /nge Gd%H/—e ey | =23 0=0
=1 ~— 2 1F T ~ =1
OO:U i (o e] / :1
/56_5(133:9/376 Tda' =0
0 0
, x
mit: x R dr = Odx
/az e T dx' = [—a:’e_"”/} —|—/€_x/d33/ =1
0
0 N J/ \0 J/
o —0 —1
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Erwartungswert von 0y,

* Erwartungswert von d,,;, am Beispiel p(z) = exp(z,0):

HML / /HML ZE 9 dafl d:I?

1 1 Tn
— — i | —e" @ - —e" 0 day --
[ /(z) L%l

1 n
_Eizzlgz

n

1
n

1 e _Zj
/:Eige d:B,LH/ dxj

1=1 1]

* Dieses Ergebnis war zu erwarten — warum?

-dx,

Onir, ist konsistent
& erwartungstreu.
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Erwartungswert von 0y,

Onir, ist konsistent
& erwartungstreu.

* Erwartungswert von d,,;, am Beispiel p(z) = exp(z,0):

9ML / /QML L(Z,0)dxy - -dx,

* Dieses Ergebnis war zu erwarten — warum?

« Our, erweist sich als das arithmetische Mittel der Einzelmessungen {z; },

die nach p(z,0) = exp(x, 0) verteilt sind. (Siehe Folie 22)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

23a/49

Erwartungswert von 0y,

Onir, ist konsistent
& erwartungstreu.

* Erwartungswert von d,,;, am Beispiel p(z) = exp(z,0):

HML / /OML CU 9) dﬂ?l d:cn
1 Z] ]_ Tn
://E <21x2> ge_Tée_deldxn

1 — & 1 =y 1
:E /37156 dxin/ge o d; :EZHZH

i=1 i#j i=1

* Dieses Ergebnis war zu erwarten — warum?

« Our, erweist sich als das arithmetische Mittel der Einzelmessungen {z; },
die nach p(z,0) = exp(x, 0) verteilt sind. (Siehe Folie 22)

* Wir haben gelernt, dass das arithmetische Mittel der Einzelmessungen
allg. eine erwartungstreue Schatzfunktion flr den Erwartungswert von
p(g;7 9) ISt. (Siehe VL-01 Folie 47ff)
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Erwartungswert von 0y,

Onir, ist konsistent
& erwartungstreu.

* Erwartungswert von d,,;, am Beispiel p(z) = exp(z,0):

HML / /OML CU 9) dﬂ?l d:cn
1 Z] ]_ Tn
://E <21x2> ge_Tée_deldxn

1 « 1 = 1 = 1
== /%56 dxin/ge o dx; ZEZHZH

i=1 i#j i=1

* Dieses Ergebnis war zu erwarten — warum?

« Our, erweist sich als das arithmetische Mittel der Einzelmessungen {z; },

die nach p(z,0) = exp(x, 0) verteilt sind. (Siehe Folie 22)

* Wir haben gelernt, dass das arithmetische Mittel der Einzelmessungen
allg. eine erwartungstreue Schatzfunktion flr den Erwartungswert von
p(g;7 9) ISt. (Siehe VL-01 Folie 47ff)

* 0 ist der Erwartungswert von exp(x, ). (Siehe Folie 21)
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24/49 Zurick zu Folie 32
A

Varianz von 6y,

« Statistische Unsicherheit auf §,;;, am Beispiel p(z) = exp(z, 0):

var [ (D)] = E[63(7)] — E[0wr ()]
o i) o
_(/ /eMLf xﬁgdxz) :—2
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Varianz von Oy,

« Statistische Unsicherheit auf 9,;;, am Beispiel p(z) = exp(z, 0):

2

var [éML (f)} = eML E[é (f)]

-/ /(
—(/ /eMLf x@dez) %2

* Auch dieses Ergebnis konnen Sie leichter ableiten:

* Wir haben gelernt, dass die Varianz des arithmetischen Mittels der Einzelmessungen
o2 /n ist, wobei o der Varianz von p(z, ) und n der Lange der Stichprobe entspricht.

* §?ist die Varianz von exp(z, ).
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3 Parameterschatzung mit Hilfe der ML Methode

3.4 Methoden zur Varianzbestimmung

Im Folgenden werden wir die Varianz der ML
Schéatzfunktion noch etwas genauer duskutieren.
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Konkreter Ausgang ...

* Wir gehen im weiteren vom folgenden Aus-

gang der Stichprobe aus 50 Einzelmessungen
aus:

Onir, = 1.022 £ 0.145 (stat.) s

l

Maximum Likelihood
Schatzwert.

Standardabwei-
chung des
Schatzwertes.

z F
o 0 92_ exp(x, A=0.5)
;‘- === exp(x, A=1.0)
0.8+
Cy == exp(x, 1=2.0)
0.7 :_:. — random events (A=1) |
0.6F*
0.5
5\ :
0.4F\ %
O\,
.
\J
AN
N -~
Tk rmiaad o I_m ?l'ro'l-rv-l-{b.l.*.a. e 1|
4 5 6 7 8 9 10
X

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Konkreter Ausgang ...

z F
o 0 92_ exp(x, A=0.5)
* Wir gehen im weiteren vom folgenden Aus- h - == exp(x, 1=1.0)
gang der Stichprobe aus 50 Einzelmessungen 0'8;_‘." — = oxp(x, A=2.0)
aus: 0.7 ;_:. — random events (A=1) |
R 0.6F*
Onr, = 1.022 £ 0.145 (stat.) s Y
0.5[—
l 5\ :
0.4\
E O\
Maximum Likelihood 2 - \‘\
Schatzwert. Standardabwei- LN
chung des
Schatzwertes. :
1k P;JL.T--] T T o b e e 1
4 5 6 7 8 9 10
X
Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
Interpretation:

Aus der Messreihe die Sie vorgenommen haben haben Sie den Wert 1.022 s flr die

Lebensdauer des Praparats erhalten. Wenn Sie die Messreihe (aus 50 Einzelmessungen)
sehr oft wiederholen wirde dieser Wert innerhalb von +0.145 s streuen.
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Zurick zu Folie 35
Konkreter Ausgang ... o -
=t 09§_ exp(x, A=0.5)
* Wir gehen im weiteren vom folgenden Aus- h - =" exp(x, 1=1.0)
gang der Stichprobe aus 50 Einzelmessungen 081 e ot 1220
aus: 0.7 ;—:‘ — random events (A=1) |
) 0.6F-+
Onir = 1.022 £ 0.145 (stat.) s F
0.5
0.4\ b
E L
Maximum Likelihood = : ‘::‘\
Schéatzwert. Standardabwei- LN
chung des o
Schatzwertes.

N

e
Tk rmaad o I_m L‘H'E‘H-rv-l-{b.l.*.a. SR

4 5 6 7 8 9 10

X

Die Formel fiir die Varianz
enthalt den wahren Wert 4.
Wir haben hier ¢ in der For-
mel durch g ersetzt.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Interpretation:

Aus der Messreihe die Sie vorgenommen haben haben Sie den Wert 1.022 s flr die

Lebensdauer des Praparats erhalten. Wenn Sie die Messreihe (aus 50 Einzelmessungen)
sehr oft wiederholen wirde dieser Wert innerhalb von +0.145 s streuen.
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Anwendung der Monte Carlo Methode

* In Fallen die zu kompliziert sind, um die Varianz der ML Schatzfunktion analytisch zu
berechnen kann sie mit Hilfe der Monte Carlo Methode bestimmt werden.

* Hierzu wiederholen Sie in einem Ensemble Test so viele Pseudo-Experimente (aus jeweils
n = 50 Einzelmessungen) wie mdglich.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Fur die wahre Lebensdauer setzen Sie den
Schatzwert aus der Messung O, = 1.022s. | 944
2 N
* Ergebnis flr diesen Satz von 10000 0.12F
Pseudo-Experimenten:
0.1
(Oric) = 1.022 var(fyc) = 0.144 -
0.08
d.h. deckungsgleich mit dem analytischen :
Ergebnis. 0.06"
0.04
0.02
0—— B
0 0.5 1 15 2
B
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RCF-Ungleichung

* In Fallen in denen sowohl die analystische Berechnung, als auch eine Abschatzung durch
Monte Carlo Methoden zu aufwandig ist, ist es moglich die Varianz durch die
Rao-Cramér-Frechet (RCF) Ungleichung (a.k.a. Informationsungleichung) abzuschétzen:

2
Var[é] > (1 il % 9:9“)
> "B 5
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RCF-Ungleichung

* In Fallen in denen sowohl die analystische Berechnung, als auch eine Abschatzung durch
Monte Carlo Methoden zu aufwandig ist, ist es moglich die Varianz durch die
Rao-Cramér-Frechet (RCF) Ungleichung (a.k.a. Informationsungleichung) abzuschétzen:

Verzerrung/

2
A (1 T %‘ezé)

B[]
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RCF-Ungleichung

* In Fallen in denen sowohl die analystische Berechnung, als auch eine Abschatzung durch
Monte Carlo Methoden zu aufwandig ist, ist es moglich die Varianz durch die
Rao-Cramér-Frechet (RCF) Ungleichung (a.k.a. Informationsungleichung) abzuschétzen:

Verzerrung/

__0%1n L3
b [ 502 | T Likelihood

Funktion.
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RCF-Ungleichung

* In Fallen in denen sowohl die analystische Berechnung, als auch eine Abschatzung durch
Monte Carlo Methoden zu aufwandig ist, ist es moglich die Varianz durch die
Rao-Cramér-Frechet (RCF) Ungleichung (a.k.a. Informationsungleichung) abzuschétzen:

Verzerrung/

__0%1n L3
b [ 502 | T Likelihood

Funktion.

* Eine Schatzfunktion, die die untere Grenze der RCF-Ungleichung erreicht heil3t effizient.
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Beweis: RCF-Ungleichung - 1 -

* Ausgangspunkt ist die Ableitung der Definitionsgleichung der Verzerrung (vgl. Folie 9) nach

b:E[é]—ezE[e—e]:/(é—e) L(z,0)dx

%Q/(é—ﬁ)g—gdx—/ﬁ(x,@)dxQ/(é—@)ﬁ(xe (In £) Q/
!(é—&)ﬁ(w,@)a(g;md o
1+ % - Q/\((é _ 0) VZ)J\(x/Za(I;QQ)de = (z,y)
=x =y

* (x,y) ist ein Skalarprodukt aus der Funktionalanalysis, wie Sie es aus der QM kennen.
Hierflr gilt die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung:

(2, y)|* < (z,2)(y,y)
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Beweis: RCF-Ungleichung - 2 -

* Anwendung der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung:

[z, y)|* < (z, 2)(y,y)

(14 2) < (/ (@Q)de) (/g(é‘g;@fdx)

A
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Beweis: RCF-Ungleichung - 3 -

* Umformung des Erwartungswerts:

: 14 )
var[f] > (1+ 5) A /Edazzl
J(ln L
L [( (ae )) ] Q2
0 [0 B 0(InL) B o(nL)]
5 /de—/ae dx—/[, 50 dx—E[ 50 =
Q Q Q
0> 0%L 0L I (InL) 0% (In L)
Q Q Q ~ Q
_ (9WmON® L 9(nL)  10LC
= 0 B VY,
o(nL)\? 9% (InL A 1+ 2 ’
. ( (80 )> [ 292 >] — > | a??fn)m
B[~ 25
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Beispiel: Auswertung der RCF-Ungleichung

* In unserem Beispiel des radioaktiven Zerfalls mit p(x) = exp(x, 0) lasst sich die untere
Schwelle der RCF-Ungleichung explizit ausrechnen:

2
(1+ Gy bns)
E{ 88922 lnﬁ]

Val"[éML] Z

mit:

b=0 (const) Elfyr] =0 (sieheFole23)

g_;ln[, — 9_(1 _ %%le) =z (1 _ 29:3“) (Siehe Folie 22)

1 sn
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Beispiel: Auswertung der RCF-Ungleichung

* In unserem Beispiel des radioaktiven Zerfalls mit p(x) = exp(x, 0) lasst sich die untere
Schwelle der RCF-Ungleichung explizit ausrechnen:

2
(1+ Gy bns)
E{ 88922 lnﬁ]

> 1 A _ 12Eé (Siehe Folie 24)
ECa(-Be)] g (- )

Val"[éML] Z

mit:

b=0 (const) Elfyr] =0 (sieheFole23)
82

62 0

1 sn

Ot = L S x; istalso
21 2 Or. eine effiziente Schéatz-
W InL = 9— (1 — Eﬁ Z .73@) = (1 — ) (Siehe Folie 22) funktion.
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Beispiel: Auswertung der RCF-Ungleichung

* In unserem Beispiel des radioaktiven Zerfalls mit p(x) = exp(x, 0) lasst sich die untere
Schwelle der RCF-Ungleichung explizit ausrechnen:

2
(1+ Gy bns)
E{ 8&922 lnﬁ]

V&I‘[éML] Z

n 2001, . 2 EfaL] = o (Siehe Folie 24)
El-g(1-5r)]  —g(1- =g+

mit:

b=0 (const) Elfyr] =0 (sieheFole23)

g—;ln[’ — 9_(1 _ %%le) =z (1 _ 29:3“) (Siehe Folie 22)

1 sn

* Ohne Beweis: Wenn es fur ein Problem tberhaupt effiziente Schatzfunktionen gibt, dann

ist die ML Schéatzfunktion effizient. D.h. flr eine ML Schéatzfunktion wird die RCF-Unglei-
chung zur Gleichung.
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Graphische Abschatzung der Unsicherheit

* Ist n hinreichend” grof3 lasst sich der Erwartungswert in der RCF-Ungleichung durch die
Auswertung der zweiten Ableitung der Likelihood Funktion am Schatzwert flr  abschat-

zen:
(Siehe Folie 23)

~ 1 ~ 1
var|f = — E > var|6 = |- . =6’
) E[-25InL] ] 9 In L10=t
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Graphische Abschatzung der Unsicherheit

* Ist n hinreichend” grof3 lasst sich der Erwartungswert in der RCF-Ungleichung durch die
Auswertung der zweiten Ableitung der Likelihood Funktion am Schatzwert flr  abschat-

zen.

(Siehe Folie 23)
bre) ! arlfy) ! %
var = — S Var = | ——— =6
T B2 L] i 9 In L10=t

* Aus der Taylor-Entwicklung der Likelihood Funktion im Maximum ergibt sich dann:

In£(0) = In £(f,) + [% lnﬁ} e (9 _ éML) + % [aa_; 1n£} o

(0 tus)’ 4

£max =0 = _1/62;

L(0) = const. exp (% [;—; In 4 s (9 — éML>2) = const. exp (— 2;2 (9 — éML)Q)

lnﬁ(éML + 5‘) = £max -

N | —
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Graphische Abschatzung der Unsicherheit

* Ist n hinreichend” grof3 lasst sich der Erwartungswert in der RCF-Ungleichung durch die
Auswertung der zweiten Ableitung der Likelihood Funktion am Schatzwert flr  abschat-
zen:

(Siehe Folie 23)
bre) ! arlfy) ! %
var = — S Var = | ——— =6
T B2 L] i 9 In L10=t

* Aus der Taylor-Entwicklung der Likelihood Funktion im Maximum ergibt sich dann:

In£(0) = In £(f,) + [% lnﬁ} e (9 _ éML) + % [aa_; 1n£} o

£max =0 = _1/62;

(0 tus)’ 4

L(0) = const. exp (% [;—; In 4 s (9 — éML>2) = const. exp (— 2;2 (9 — éML)Q)

InL(Onr £6) = Liax — d.h. die Variation aus dem Maximum

um o bewirkt die Reduktion von
In £(6) um den Wert 1/2.

N | —
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Anwendung der graphischen Abschatzung

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier. Angewandt auf das
Beispiel aus Folie 26.

\i’: 49_ _____________________ —— Log(L(ze) scan |.
> 6
3 — Log(L(9))
.50 _ ..................... — Log(L(B))-1/2 |-
E Onrr = 1.02249-18 (stat.) s
-51 ; : : : » (Vgl. mir Folie 22)

d.h. die Variation aus dem Maximum
um o bewirkt die Reduktion von
In £(6) um den Wert 1/2.
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3 Parameterschatzung mit Hilfe der ML Methode

3.5 Weitere Anwendungen

Zum Schluss dieses Kapitels fassen wir noch einige
weitere wichtige Anwendungen der ML-Abschatzung
zusammen.
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Binned Likelihood

* In Fallen, in denen die Lange der Stichprobe sehr grol3 wird kann es sich als aufwandig
erweisen die vollstandige Likelihood zu formulieren.

* In diesem Fall lasst sich der Informationsgehalt auf ein handbarbares Mal3 reduzieren, indem
man die Skala von x in N Bins aufteilt, und die beobachtete Haufigkeit pro Bin mit der
Erwartung vergleicht (- Histogramm).

* Ein Beispiel aus der Teilchenphysik:

KT, no b-tag tight-m, 35917 (13TeV) | &

= T T Ty —
% CMS h,H,A—tt —e— Data %
(D 4000 r anom :I 711 o
~ m, =700GeV [] Jet—r, ©

=

~ 3000} tanp = 20 ] Z-uu ~
S [ Electroweak 8
ot 0
T 2000} Background uncertainty | \O/
(=)
\I

| .
a|eos Bo| | ajeos teaun

: NB: Dieses Histogramm
— —S v eeeoveemmtotolpp L enthalt einige 10k Eintréage,
o5l et TRetabe o - -
10 20 30 100 200 1000 2000 aber nur 30 bins. Die

mbt (GeV) Likelihood wéare also ein

Produkt aus 30 statt 10k

Einzelwahrscheinlichkeiten.
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Konstruktion der binned Likelihood

* Man unterscheidet bei der Konstruktion der Likelihood zwei Félle:

N
* (i) Normierung des Histogramms nicht Teil des Modells, d.h. > vk = N0t

N k=1
Ntot = Z Nk (Beobachtete Héaufigkeit)
k=1
xr]glax
Vi (0) = ngor / p(z,0)dz (Erwartete Haufigkeit/Bin)
xrl;nin
— ni — nn
, ot! 0 0
L(7n|7(0)) = Mot v1(9) L ead) (Multinomialverteilung)
nil...onnt \ ngor Ntot
N )
In (z(m 70))) =Y il (yk(e“))
k=1
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Konstruktion der erweiterten binned Likelihood

* Man unterscheidet bei der Konstruktion der Likelihood zwei Falle:

N
* (ii) Normierung des Histogramms Teil des Modells > Vi = Viot:
k=1
Ntot = Z n (Beobachtete Haufigkeit)
wznax
e (0) = ot / p(z,0) da (Erwartete Haufigkeit/Bin)
wl];}nin
N
Vot (0) = Z v (0) (Erwartete Haufigkeit)
k=1
n n N n
R vpet Niot ! v\ vn o\ A
E — tot Vtot L. — k Vi
(n‘y( )> ntot'6 ’I’Ll'nN' <Vtot> (Vtot) lg ?’Lk!e
Erweiterung Binned Likelihood

0 (2011 78) = 3 (@ i1 (@) = @+ 3 (0 @)
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Binned vs. unbinned Likelihood

* Fir sehr viele schmale Bins geht die binned Likelihood in die unbinned Likelihood tber, d.h.
im Gegensatz zur X*Statistik, die wir im weiteren Verlauf dieses Kurses noch diskutieren
werden) sind leere oder schwach populierte Bins bei der Anpassung einer binned Likelihood
Funktion kein Problem.
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Beispiele fiur binned Likelihoods

* Wir geben zwei konkrete Beispiele flr die Konstruktion und Anpassung einer (erweiterten)
binned Likelihood aus der Teilchenphysik:

* Bestimmung der Masse ( /1, ) eines neuentdeckten Teilchens bei vorgegebener
Signalstarke.

* Bestimmung der Signalstarke (5yr,) eines neuentdeckten Teilchens bei vorgegebener

Masse (m).

* Fur beide Falle stellen Sie sich zwei rekonstruierte Teilchen in einem Detektor der Teilchen-
physik vor, deren Energien und Impulsvektoren vollstandig vermessen werden konnten. Falls
diese Teilchen aus dem Zerfall eines neuen Teilchens stammen gilt fir die Summe der

Vierervektoren:

E E
B 1 B _’2
D1 ( ﬁl ) Po ( Do )
(P + )2 = (B1 + E2)? — (51 + ) = m?

* Diese Grol3e finden Sie im folgenden histogrammiert aufgetragen.
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Beispiel - 1
2 Likelihood Scan
* Signal an unbekannter Stelle Gber bekanntem Untergrund: so§ J,f
* Stat. Modell: Erweiterte binned Likelihood. 0 /
* Physikalisches Modell mit vier freien i \\
Parametern. z .
 Parameter of interest (POI): Lage des R

peaks (03).

[7:)

E H —— Signal at 7 GeV
D 250 — Signal at 6 GeV
(0] — Signal at 5 GeV

N=25 —— Signal at 4 GeV

Untergrund  Signal

E ----- Background
L} 0,1 = [ Plaw,ve({6;})) 2001
k=1 P i
e 150_—
Produkt der Poisson- -
dichte fiir 25 Bins s
vp({0;}) = \906_9””’1—1—\«926_(93_“)2;
e e 50

Il I10
mass [GeV]

=1
—_
[
]
B
nf
=)
-
o0
k=]
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Beispiel - 2

* Signal von unbekannter Starke tber bekanntem Untergrund:

* Stat. Modell: Erweiterte binned Likelihood.

* Physikalisches Modell mit vier freien
Parametern.

* Parameter of interest (POIl): Hohe
des peaks bei bekannter Lage (0-).

Ll{ad 01 = [[ Plowm({6,1)
k=1

7

~

Produkt der Poisson-
dichte fir 25 Bins

Vk;({ej}) _ \906—91x1i+\026_(93—$k)21

~"

Untergrund  Signal

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

LL
A

Likelihood Scan

150

100

50

s

sl b na by
15 2 25 3
signal strength

:Vl

[

=

=
_IIII|IIII|IIII|IIII+I

— Signalx 4
— Signalx 3
— Signalx 2
— Signalx 1
Background

=]

mass [GeV]
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Likelihoods mit vielen Parametern

* In realen Anwendungen kann die Likelihood aus sehr vielen Parametern bestehen, von denen
nur einige wenige fir die physikalische Messung von Relevanz sind.

* Man bezeichnet die Parameter, die von physikalischer Relevanz sind als parameters of
interest (POI).

* Man bezeichnet die Parameter, die nicht von physikalischer Relevanz sind als Stdrpara-
meter (nuisance parameters).

* Man folgt zwei gangigen Ansatzen, um die Anzahl der Parameter in der Likelihood zu redu-
zieren:

* Am offensichtlichsten ist es die Storparmeter (bei angenommener Wahrscheinlichkeits-
dichte) auszuintegrieren — siehe Marginalisierung (VL-01 Folie 26).

* Ein zweiter Ansatz besteht darin die Storparameter auf die Werte zu setzen, die die
Likelihood maximieren. Man erhalt so eine neue Funktion (£,), die die Eigenschaften der
Likelihood erhalt deren Dimension des Parameterraums jedoch um die Anzahl der Stor-
parameter reduziert ist. Die POIs konnen auf dieser Untermanigfaltigkeit des Parameter-
raums gescannt werden. — Man bezeichnet £, als Profile Likelihood.
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Beispiel - 2 mit Storparameter

* Wir diskutieren ein Beispiel fir Stérparameter in der Likelihood Likelihood Scan

anhand von Beipiel — 2 von Folie 43:

PN
- Mis””z””z._s””a”
signal strength
D250
c — Signalx 4
N=25 o + — Signalx 3
Q u — Signalx 2
L"({xk}a{ej}) - H P(xk‘ayk‘({ej})) } — Signalx 1
2000 L Background
k=1 -
Produkt der Poisson- 150
dichte fir 25 Bins i
-0 —(03—x1)2 1001
vi({05}) = foe” "7 4 Gae” @) :
Untergrund  Signal sol
Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier. i
DI | Ll
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Beispiel — 2 mit Storparameter

* Wir flihren einen Storparameter fir die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierfir
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung ¢, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o (6y)/00 = +£5%.

Wahrscheinlichkeitsdichte flr 6,

Vk({ej}) = éo f(eo/é(), 1, 0(90)/90) e 01Tk o 0> 6_(93_37k)2 bei gegebener Abschatzung 6, .
M Mogliche wahre Werte fir 0
gp(%wo) ____—" (auszuintegrieren). i

» Beste Abschatzung des wahren
Wertes in Likelihood

Ll{ad 0) = [ Plowm({6,1)
k=1

7

~N"

Produkt der Poisson-
dichte fur 25 Bins

Vk({ej}) _ \906—91:%;_'_\926—(93—:5@2/

~"

Untergrund Signal

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Beispiel — 2 mit Storparameter

* Wir fihren einen Storparameter fiir die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierflr
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung g, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o(6y)/00 = £5%.

Wahrscheinlichkeitsdichte fir 6,
bei gegebener Abschatzung 4, .

Vk’({ej}) — ?0 f(le()/é(), 1, J(éo)/éo)j e—elxk + 02 e_(93_xk)2

Mogliche wahre Werte fir 6,

_ (auszuintegrieren).
) . L » Beste Abschatzung des wahren
Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte Wertes in Likelihood
1 f(x,n=1,0=0.05p) fir Normierung. |
= 10p
= F | Standard LogNormal distribution
Z % (5%rel. uncertainty)
8
T
6f \
af \
22 \
1 }
‘().6‘ I IO.B | I1I | 1.2I ‘ I1.4I ‘ I1.6I I I1.8‘ I ‘2
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Beispiel — 2 mit Storparameter

* Wir fihren einen Storparameter fiir die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierflr
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung g, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o(6y)/00 = £5%.

Vk’({ej}) — ?0 f(le()/é(), 1, J(éo)/éo)j e—elxk + 02 e_(93_xk)2

Wahrscheinlichkeitsdichte fir 6,
bei gegebener Abschatzung 4, .

Mogliche wahre Werte fir 6,

_ (auszuintegrieren).

Gewéhlte Wahrscheinlichkeitsdichte
f(x,n=1,0 =0.05pu) fiir Normierung.

» Beste Abschatzung des wahren
Wertes in Likelihood

©
=
2
E

Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte

w ) L4 [-1) ~ @ w0
LI B

N p(Bol6o) fiir 6. i _
Stan Istribution * Fir p(60]60) ist 6, der (wahre)
(5% w= 0.04- : : . o
] 0,% LogNormal(5%) Parameter in der Likelihood
0.035] und ¢ der in der Likelihood
. = wio uncertainty angenommene Schéatzwert.
0.03 ; '-l — w/ uncertainty
0.025 * Bei der Bestimmung der Test-
002k L verteilung wird der Parameter
i [' II 0o ausintegriert (marginalisiert).
0.015F
0.1 r '] * Dies erfolgt i.d.R. mit Hilfe der
r I[ ]] MC Methode.
il 0.005
0.8 14 16 18 " )I]
X 0:' L ) - 1r Lo L L
150 200 250 300 350 400 450
background norm
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Beispiel — 2 mit Storparameter

* Wir fihren einen Storparameter fiir die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierflr
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung g, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o(6y)/00 = £5%.

Vk’({ej}) — \é() f(le()/é(), 1, J(éo)/éo)j e—elwk + 02 e_(93_xk)2

Wahrscheinlichkeitsdichte fur 6,
bei gegebener Abschétzung 4, .

Maogliche wahre Werte flr 6,

_ (auszuintegrieren).

Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte
1 f(z,n=1,0 =0.05p) fir Normierung.

» Beste Abschatzung des wahren
Wertes in Likelihood

B} o o |
Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte . . .
5 1 —— A p(60160) fur 6, Die Testvertellu_ng 9(q) weitet SICh
3 g Standard LogNormal distribution durch systematische Unsicherheiten
= L (5% rel. uncertainty) %5 0.04 ; ; _ AR |
8f g 0,< LogNormal(5%) erwartungsgemals aus.
: 0.035] : : = 01
TE E = w/0 uncertainty = E -
C C oD r m— W/0 UNcertainty
6E ’ \ 0.03- _ 0.09" .
E \ [ '-l — w/ uncertainty c — w/stat. uncertainty
5; \ 0.0252 L 0082 —— wi stat.+syst. uncertainty [
N [ 0.071
45 \ 0.02: 0055
3t i r || T F
i \ 0,015 I, ll 0.05]
15 \ 0.01; I[ ]] 0.04F
0 : it VI }I 1 | - | | - | - | - 0.005: 0.03 ? "1
06 08 1 12 14 16 18 2 : jll ! 002f
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4849 * Ereigniskategorien : 574

Beispiel — 3 Higgs Kopplungen * Storparameter @ 4268

pw=o/osy =1.09+0.11

* ATLAS+CMS LHC Run-1 Kombination: CMSPASHIG15002 .,

Berucksichtigte Produktionsmoden: Berucksichtigte Zerfallskanéale: TR
Production Cross section [pb] Order of Decay channel Branching ratio [Yc]
e s s ol : - = w.z
process Vs =7TeV Vs =8TeV calculation H — bb 575+19 ~ (@) il
¢gF 150+ 1.6 19.2+2.0 NNLO(QCD)+NLO(EW) H o WW 21.6 0.9
22+0.03 58+0. ) W)+~N ;
VBF _1 +0.0 1.58+0 0} NLO(QCD+EW)+~NNLO(QCD) H o o sscs0ss M
WH 0.577 £0.016 0.703 +0.018 NNLO(QCD)+NLO(EW) ¥ - | "
ZH 0.334+0.013 0.414+0.016 NNLO(QCD)+NLO(EW) il : Ecpil e
N Q
[ggZH] 0.023 +0.007 0.032 +0.010 NLO(QCD) H — cc 2.90+0.35
bbH 0.156+0.021 0.203+0.028 SFS NNLO(QCD) + 4FS NLO(QCD) H— 77 2.67+0.11
ttH 0.086 +0.009 0.129 +0.014 NLO(QCD) H-vyy 0.228 £+ 0.011 ,
tH 0.012+0.001 0.018 +0.001 NLO(QCD) H— Zy 0.155 +0.014
Total 174+ 1.6 223+2.0 H — upu 0.022 + 0.001
- : - — ZH (10% to Z Hbb
Dominante Produktionsmoden: 9977~ H (107 ) \
L L = |

q H

1727 VD H

q Wiz | ¢ 1b q /b

ttH/(bbH)

q t/b

i/b

q

' Amplitudes
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Zusammenfassung

Mathematische Formulierung der Parameterschatzung.

* Verzerrung (bias).

Die Maximum Likelihood Methode.

Anwendungsbeispiele.

Methoden zur Varianzbestimmung der ML-Abschatzung.

Weitere Anwendungen der ML Methode.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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