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4 Parameterschatzung mit Hilfe der X°Methode

4.1 Maximum Likelihood vs. Least Square

Die Schéatzfunktion der kleinsten Fehlerquadrate
(Least Square, LS) entspricht der Maximum
Likelihood (ML) Abschéatzung fur normalverteilte
ZufallsgrofRen.
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Likelihood < xY*Methode

* Fur die weitere Diskussion nutzen wir das folgen- 102 I
de Beispiel: = ~e- Data &

* === Truth |-

9 Messpunkte {y; } mit normalverteilter Wahrscheinlichkeits- “
dichte mit {(;,0;)} die einer exponentiellen Verteilung mit X

10

fester Normierung folgen (siehe Bild rechts). >

* Likelihood Funktion' T

L({y:},6) H —<yi—ui<e>>2/2a? 1 ¢

ln(ﬁ({yi},Q)):—§Z(y ,LL2(9)) +Z§ln(27rai2) 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

g

i<9 i i=1

N V) \ - _/

—
@ const.

* Der quadratische Abstand der Messpunkte von der wahren Verteilung ( z) folgt der Ver-
teilung XQ(x,n)]nzg, in unserem Fall mit » = 9 Freiheitsgraden.

* Die Likelihood wird maximal, wenn z minimal wird.
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XQ-VerteiIung (Erinnerung)

1
2 _ n/o—1_—z/2
) = e
mit
['(z) = /e_tt‘r—ldt
Elx] =n (Erwartungswert)
var[z] = 2n (Varianz)

* NB:
Die Summe der Quadrate von n normal-
verteilten ZufallsgrofRen z;

N
e (@ = )’
2=, 52
1=0 ?

Zurtck zu Folie 17

= 05

a3

< 0.45
0.4
0.35
0.3
0.25

0.2

0.15

TTTTTT[TTTT[TTTIT[TTTT[TTTT]TTTITIITdS$E
I I I I I | o’

0.1

TTT
—~—

0.05

~

—_ n=1

=== n=2

—=n=5
n=10

ist X -verteilt. Die Zahl n heiRt Freiheitsgrad. Sie entspricht der Anzahl unabhangiger

Normalverteilungen.
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z, X~Funktion und Freiheitsgrade bei Anpassungen

C N

o—mm
D C
< 0.18 x2(1000 pseudo experiments)
0_153_.... — —= x3(x,n=8)
0.14f
0.12_ —-|_|_L

o
—
TT
| I—
™~
s
/I

o.os; 'l Lb\
0.06; \}1
- Ly
0.04f f 1l
0.021 4 N
0: /I 111 11l 111 111 111 111 11l IT tm

NB: Fir dieses Histogramm habe ich die 9
Datenpunkte 1000 mal mit einer zugrunde
liegenden Normalverteilung mit entsprechender
Standardabweichung neu erzeugt. Danach
habe ich die Summe der quadratischen
Abstande der Messwerte von der angepassten
Verteilung bestimmt und in dieses Histogramm
abgetragen.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

z

102
m Py

s -o- Data
$ === Truth

Anpassung von
10 exp(x,0) bei fes-\iii
ter Normierung

10-1IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII"IIIIIIII L1l

o 1 2 3 4 5 6 7 8,/9 10

¥

9 Messpunkte minus 1 freier
Parameter — 8 Freiheitgrade.
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Bei der Anpassung ist Folgendes zu beachten:

Der quadratische Abstand der Messpunkte von der
angepassten Verteilung, z(6), folgt x?(z,n — k),
wobei k der Anzahl der anzupassenden Parameter
entspricht. Ein Messwert legt jeweils einen Parame-
ter der anzupassenden Funktion fest und ist daher
nicht mehr von den anderen Messwerten

unabhangig.
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Definition xY%2Schatzfunktion

Seien {y;} Einzelmessungen einer Messreihe, deren Erwartungswerte {u;} unbekannt sind. Die
Varianzen {o;} seien jedoch bekannt. Diese Einzelmessungen miissen nicht unabhingig sein,
sondern konnen iiber eine bekannte Matrix V;; korreliert sein. Die Funktion

X20) = (yi —m(0)T Vi (y; — pi(6))

L,j<n

heif3t Schitzfunktion der kleinsten Quadrate (Least Square, LS Schatzfunktion). Die Parameter
OLs, die x2(0) minimieren, heiflen Schitzwerte der kleinsten Quadrate (LS Schiitzwerte).

* Sind die Messwerte {y; } normalverteilt, dann ist die LS Schatzfunktion zur ML Schéatzfunk-
tion dquivalent.

* Die Martrix V;; ist die Kovarianzmatrix (in der Basis) der Messwerte {y;}. Im einfachsten Fall
unkorrelierter Varianzen {o;} hat sie die Form:

62 0 0
0 &2 0
Vij = :
. 0 O
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Lineare LS Schatzfunktion

Zurtick zu Folie 9
Zurick zu Folie 11
Zurick zu Folie 14

* Die LS Schatzfunktion kann i.A. numerisch minimiert werden. Wenn sie linear von den
Parametern {6, } abhangt, d.h. wenn

2%} {9 }) = ZAWQJ,

i<n

fi(0)

—Af

gilt ,ist sie auch analytisch l6sbar. Die {;} hangen hier Gber die Matrix A linear von den
{6,} ab. In Matrixschreibweise schreibt sich x?als:

—

X2(0) = (F— @)V -

* Um das Minimum zu finden, setzen wir:

—

Vox2(0) = —2 (ATV—lgj— ATV 1A 5) -

9Ls=( l

=B
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Varianz von 0 «

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von 0;.¢ auszurechnen:

* Methode 1: aus Fehlerfortpflanzung (d.h. Variablentransformation) von V.

cov(0;,0;) + BVBT £ (ATV14)~!

In Komponentenschreibweise:
cov(0;,0;) = E[(0; — E[0:]))] E[(0; — E[0;])] ;
cov(yi,y;) = El(yi — Ely))| E(y; — Ely;])l = Vigs  0i = Bijy;

In Matrixschreibweise:

cov(0,07) = E[(By — E[BY])] E[(By — E[By))T] = BE[(§ - E[f)] E[(§ - E[§])"] BT
= BV BT
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Varianz von 6 «

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von 0;.¢ auszurechnen:

* Methode 1: aus Fehlerfortpflanzung (d.h. Variablentransformation) von V.

cov(0;,0;) = BVBT £ (ATV1A)~1

((av=ta)arv 1) v ((arvta)Tharvt) =

AN tvATt ATV Ly (v hTAAT DTV TATE
N——

Unter Verwendung von:
(AB)T = BTAT
(ATHT = (A7)~
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Varianz von 0y «

(vgl. mit VL-03 Folie 34)

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von 0;.¢ auszurechnen:

A

* Methode 2: graphisch aus der Abweichung Ax? vom Minimum x2. = x*(fLs).

2 2/A 1[ 07 2 A 2
X*(0) =~ x*(0us) + 5 | 7z x°(0) (0 — 6us)
2 89 QIéLS

N Ve

=2 &, 2 (vgl mit Folie 6)

X (éLS + 579) = Xonin + 1

d.h. die Variation aus dem Minimum um
+6 bewirkt die Erhéhung von x?(0ur,) um 1.

Beispiel in 1-dim
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Varianz von 6 «

(vgl. mit VL-03 Folie 34)

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von éLS auszurechnen:

A

* Methode 2: graphisch aus der Abweichung Ax? vom Minimum x2. = x?(fLs).

2 274 1[0° 2 A\ 2
X~ (0) ~ x“(0Ls) + B %X (0) ) (9 - HLS)
N J N HZQLS/

-~ ~

= y2. 5,2 (vgl mit Folie 6)

X (éLS + &9) = Xonin + 1

d.h. die Variation aus dem Minimum um
+& bewirkt die Erhéhung von x?(fyr) um 1.

Beispiel in 1-dim
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Varianz von 6 «

(vgl. mit VL-03 Folie 34)

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von éLS auszurechnen:

A

* Methode 2: graphisch aus der Abweichung Ax? vom Minimum x2. = x?(fLs).

(6 fus)°

0=01s

2 2/) ]' 82 2
xX“(0) ~ x (9L8)+§ 502 X (0)

-~ -~

_ .2
= Xmin

X (éLS + &0) = Xonin + 1

&, (vgl mit Folie 6)

d.h. die Variation aus dem Minimum um
+& bewirkt die Erhéhung von x?(fyr) um 1.

Beispiel in 1-dim

68% CL
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Varianz von 6y«

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von éLS auszurechnen:

* Methode 2: graphisch aus der Abweichung Ax? vom Minimum 2. = x?(As)

— n=1
---in=2
=——=n-5

n=10

Beispiel in 2-dim

68% CL ~LAnpassung einer Geraden*:
0

N

~
ofiiuls N Durs |- 1 O I i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x

¥ minimum

— 1o contour

1 2
NB: fir n unabhangige Parameter °
miissen Sie die Differenz Ax? zu
X2, als 68% Quantile einer x?(x,n) -
Funktion mit n Freiheitsgraden bestim-
men. Das kénnen Sie z.B. unter diesem

link tun. Im Folgenden sind einige Wer-
te angegeben:

Dim. Ax?(68%CL) Ax?(95% CL)

1 1.0 3.8 =
[ 2 2.3 6.0 |
3 3.5 7.8 || 1 11121314 1516 1.7 1.8 1.9 2
: 8, (intercept)
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Vergleich mit der RCF-Ungleichung

Zurtick zu Folie 28

(siehe VL-03 Folie 38)

* Fur normalverteilte Zufallsgréf3en gilt:

cov|b;, 8;] > lﬁﬁif)@j ln[,(Q)] 0, — 9:1 =ATV A
l \ 0; =0;
= ATV 1A = —1%(0)
vgl. mit Folie 8. fir normalverteilte
ZufallsgrofRen
o 2(0) = 24TV 1A
00,00,

vgl. mit Folie 6.

* Fur normalverteilte Zufallsgréf3en (und nur fur diese!) ist die LS Abschatzung effizient.
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Zurtck zu Folie 30

4 Parameterschatzung mit Hilfe der X°Methode Zioume

4.2 Beispiel fiir eine lineare LS Anpassung

Wir diskutieren auf den folgenden Folien das
Beispiel einer linearen LS Anpassung einmal DUDEN
von Anfang bis Ende duch.

anpassen

Wortart: schwaches Verb

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Anpassung einer Geraden an 5 Messpunkte

ni({6;3) = ) Ay,

J=m

* Funf unkorrelierte Datenpunkte {y; } nach
einer unbekannten linearen Funktion
normalverteilt:

static const int LENGTH = 5;

static float XVALUES[] = { 1.00, 2.00, 3.00, 4.00,
static float YVALUES[] = {1.94759, 1.90523, 2.65621,|4.20916,
static float XERRORS[] = { ©0.00, 0.00, 0.00, 0.00,
static float YERRORS[] = { 0.10, 0.30, 0.25, 0.50,

* Anpassung einer Geraden mit y-Achsen-
abschnitt §, und Steigung 6.

-®- Data

Wahrheit:
o = 1.0
;= 0.6

=— Truth

T4

1 2 3

4

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Algebra von Folie 6

— Allgemeine Losung —

ATV A =:( %%igfi? %%iéégé )

-1 41 @ 1
(AVTA) = i (

Ty/-17 > 1i]0;
AV (Zﬂz%/g

Zx2/o
(321/67)

)
A [

o \ @
01 det( ATV 14)

> x? /o7
— > /67

Zyz‘/5z'2) -
Zyiafi/&?) -

Y1 I =
y2 | I 0o B
2 I 2
1
\ %5 -, \ Vx5 -, H/—/
i A 0
1/62 0 0
1 0 1/52 0
V™ =
0 0 ... 1/52

— Formulierung des Problems —

_ /52
leA/OZ ) = cov[fp, 61]

> 1/67

Q:%ﬂﬁ)Q:%%ﬂﬁ)>
O wi/os) (3 wi/67)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Algebra von Folie 6

— Allgemeine Losung —

_ ( >.1/67 Y wi/o] )

T —1
AtvA S a:/67 S a?/6?

Y1 T
Y2 B L2 0o
. z 2
\ %5 -, \ Vx5 N
i A 0
1/6 0 0
0 1/6% 0
Vol= ,
0 0 1/6§

1 (4) 1
~ det(ATV-1A)

> x? /o7
— > /67

— > /67

> 1/67

erung des Problems —

- (T

Zx2/a
(>-1/67)

)
A [

(4)
det( ATV 1A)

Zyz‘/5z'2) -
Zyiafi/&?) -

Steigung () und y-
Achsenabschnitt (6)
sind antikorreliert.

(X wi/o?) (X viwi/57) >
O wi/os) (3 wi/67)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Lauffahiges C++ Beispiel

Zurick zu Folie 21

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

std::pair<TMatrixD,TMatrixD> LLS(TMatrixD& A, TMatrixD& V, TMatrixD& X){

TMatrixD U=TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,TMatrixD(V,TMatrixD: :kMult,A)).Invert();

TMatrixD B=TMatrixD(U,TMatrixD::kMult,TMatrixD(A,TMatrixD: :kTransposeMult,V));
TMatrixD T=TMatrixD(B,TMatrixD::kMult,X);
return std::make_pair(T,U);

1
}f* ______________________________________________________________________________
* Anpassung einer Geraden (f(x)=a[0]+a[1]*x)
.
const int NPARAM=2; /* Koeffizientenmatrix
TMatrixD A(LENGTH,NPARAM); /*
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ I*

for(int j=0;j<NPARAM;++3j){ /*

A(1,j)=(j==021.0:XVALUES[1]); I*

}
J/ std::cout << "PRINTING A" << std::endl; print(A);
// inverse Korrelationsmatrix
TMatrixD V(LENGTH,LENGTH); /* inverse Korrelationsmatrix
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ I*
for(int j=0; j<LENGTH;++3j){ *
V(i,3)=(i==j?1./(YERRORS[1]*YERRORS[1]):0.); /*
}

/] std::cout =< "PRINTING V" << std::endl; print(Vv);

TMatrixD Y(LENGTH,1); /* Vektor der Messwerte
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ I*
Y(i,0)=YVALUES[1]; 1*

}

J/ std::cout << "PRINTING X" << std::endl; print(X);
std::pair<TMatrixD,TMatrixD> fit_result = LLS(A,V,Y):;
TMatrixD T = fit_result.first;

TMatrixD U = fit_result.second;

—
A

Ors =

A\ 7

(ATV=14) ATy Ly

B

/* (AME*V*A)A(-1) */
}’* (AAt*V*A)A(_l)*AAt*V *‘,r
/* it result */

LS Schatzwerte: Wahrheit:
0y = 1.46 & 0.16 0y = 1.0

O, = 0.45 + 0.09 0, = 0.6
p(é()?él) = —0.85
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g - | —e=Data
e - | === Fit result (ROOT)
5] 5
=] L | === Fit result (own)
2} L
©
2 C
4 caa ]
- J ’/
L ",1"".
- /
3_ ‘*’fi‘
C g
v
R *

LU

Vergleich der eigenen
1 Implementierung mit
dem Ergebnis von RooT

OIIII
0 1 2 3 4 5 6

X



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339139_download&client_id=produktiv

15a/66 Zurick zu Folie 21

Lauffahiges C++ Beispiel

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

std::pair<TMatrixD,TMatrixD> LLS(TMatrixD& A, TMatrixD& V, TMatrixD& X){

TMatrixD U=TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,TMatrixD(V,TMatrixD: :kMult,A)).Invert(); /% (AMExYEAYA(-1) */
TMatrixD B=TMatrixD(U,TMatrixD::kMult,TMatrixD(A,TMatrixD: :kTransposeMult,V)); 1% (ANERVEAYA(- 1) *AALRY * )
TMatrixD T=TMatrixD(B,TMatrixD::kMult,X); /* fit result */

return std::make_pair(T,
j* ________________________ Durch geschickte Wahl kénnen | | LS Schatzwerte: Wahrheit:
. fmezesne siner i die Parameter {6} dekorreliert 0o = 1.46 £+ 0.16 6o = 1.0

TMatrixD A(LENGTH,NPARAM); werden A —
foi({:z 1=0; 1<LENGTH; ++1){ Ql = 0.45 £+ 0.09 81 = 0.6

for(int j=0;j<NPARAM;++3) —
A(i,j)=(j==071.0:XVALUE y\r) = 90 + 01 r—X A A
) 1 ( ) ( ) p(@o, (91) = —0.85
J/ std::cout << "PRINTING A . I

// inverse Korrelationsmatr IIllt:
TMatrixD V(LENGTH,LENGTH);

for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ 2
for(int j=0;j<LENGTH;++j) _ Z ZU@'/O'Z- 6 . 4
V(L D=Giemizn /vemor| T = =S = 1.47 '
) >_1/0o;
std::cout << "PRINTING V .
TMatrixD Y(LENGTH,1); fuhrt auf
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){
Y(i,0)=YVALUES[1]; AA _8
) 0y,61) = 10
// std::cout << "PRINTING X p( 05 1)
std::pair<TMatrixD,TMatrixD B
TMatrixD T = fit_result.first; L ,a"’ [
TMatrixD U = fit_result.second; -
3 ’*/
A —1 4\ —1 -~
fs = (ATV1A) ATV 1 2
TV

-&— Data
=— = Fit rdsult (ROQOT)
=== Fit rgsult (own)

measurement(x)
(3}
L | 1T 17T

>N
-\

| 7

UL L

B 1

ol b L L b Ly

o
Y
N
w
£
a
(o))
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Lauffahiges C++ Beispiel

Zurick zu Folie 21

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Frage:
Ist die Anpassung einer Parabel auch ein Beispiel
fur ein lineares LS-Problem?

std::pair<TMatrixD,TMatrixD> LLS(TMatrixD& A, TMatrixD& V, TMatrixD& X){
TMatrixD U=TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,TMatrixD(V,TMatrixD: :kMult,A)).Invert(); /% (AMExYEAYA(-1) */
TMatrixD B=TMatrixD(U,TMatrixD::kMult,TMatrixD(A,TMatrixD: :kTransposeMult,V));
TMatrixD T=TMatrixD(B,TMatrixD::kMult,X);

return std::make_pair(T,

}
;* ________________________

* Anpassung einer Geraden

const int NPARAM=2;
TMatrixD A(LENGTH,NPARAM);
for(int i=0;i<LENGTH;++i){
for(int j=0;j<NPARAM;++j)
A(1,3)=(j==071.0:XVALUE

}

J/ std::cout << "PRINTING A

// inverse Korrelationsmatr

TMatrixD V(LENGTH,LENGTH);

for(int 1=0;1<LENGTH;++1){
for(int j=0; j<LENGTH;++j)

V(i,j)=(i==j2?1./(YERROR

}

// std::cout << "PRINTING V

TMatrixD Y(LENGTH,1);

for(int 1=0;1<LENGTH;++1){
Y(i,0)=YVALUES[1];

}
J/ std::cout << "PRINTING X
std::pair<TMatrixD,TMatrixD

TMatrixD T = fit_result.first;
TMatrixD U = fit_result.second;

}r* (AAt*Vi\—A)A( -1)*Pn"t*\n" *‘,r
/* it result */

Durch geschickte Wahl kbnnen
die Parameter {6, } dekorreliert
werden

y(x) = 0o + 01(x — )

mit:

>oxifof _
> 1/of

fiihrt auf
p(é()?él) =107"°

1.47

€T =

LS Schatzwerte:
0y = 1.46 & 0.16

0, = 0.45 + 0.09
p(éo,él) = —0.85

Wahrheit:
0o = 1.0
0 = 0.6

—
A

A\

7

fus = (ATV1A) ATV Ly

B
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4 Parameterschatzung mit Hilfe der X°Methode

Zurick zu Folie 34

4.3 Eigenschaften der LS Anpassung

Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften
der LS Abschatzung zusammen.

ROBERT MusiIiL
Der Mann ohne
Eigenschaften

Roman/L Erstes und zweiles Buch
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Bedeutung von X2, fiir die LS-Schéatzung

Fiir normalverteilte ZufallsgréBen folgt der quadratische Abstand der LS-Schétzwerte §; ({:1;,;}, {93})

von den Messwerten {y;} fiir j=1,...,k

Xobs = Z (?31‘ ({:1:5}, éj) B yi)g

i<n

einer x?(x,n — k)-Verteilung mit n — k Freiheitsgraden.

(siehe Folie 3)

* Dabei enspricht n der Anzahl der Messungen und k der Anzahl der Parameter zur An-
passung.

 Da der Erwartungswert von x*(z,n — k) n — k ist, ist bei zugrundeliegender Normalver-
teilung der Messwerte

2
Xobs ~ 1
n—k

ZU erwarten.
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Bedeutung von X2, fiir die LS-Schéatzung

* Unter der Annahme, dass lhren Messwerten eine Normalverteilung zugrundeliegt,
konnen Sie die folgenden Schliisse ziehen:

2
—XObz <1 = Fehler zu grofl abgeschatzt oder zu viele Parameter im Modell?
n —_

2
_X0b7€ > 1 = Fehler zu klein abgeschatzt oder Modell falsch.
n —_
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Verteilungsfreiheit

* Beachten Sie, dass fur die LS-Schatzung nur die Werte ({y;}) und Unsicherheiten ({o;}) der
Messreihe angegeben werden. Im Gegensatz zur ML-Schéatzung gibt es keine Aussage uber
die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichte der Einzelmessungen!

* Man bezeichnet diese Eigenschaft als Verteilungsfreiheit der LS-Schatzung.
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Verteilungsfreiheit - Demonstration

* Wir demonstrieren diese Eigenschaft des LS-Abschatzung anhand des Beispiels aus

Abschnitt 4.2:

* Erinnerung: Wahrheit:
6o = 1.0
6, = 0.6

y(x)

* Rechts sehen Sie einen moglichen Ausgang der Messung als
Pseudoexperiment, woflr die Messwerte zufallig neuverteilt
(randomisiert) wurden.

* Die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichte fir jede
Einzelmessung war dabei vorgegeben durch ¢(z,y;, ;).

Priv.
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Zugrundeliegende Normalverteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach ¢(x,¥i,0;) normalverteilt ist:

2] E %2} F
§1200 [— i i A S [— i i A
¢ I Gauss!an gamphng 0 % 42001 Gauss!an s.amphng 0
i —— Gaussian fit 0 0 - | —— Gaussian fit 1
1000 | _1.00 1000 M=0.60
L 6=0.16 [ 6=0.09
800 800
600/ 600
400 - 400 L
200 - 200 L
0 L L1 | Ll | L1l | L1l | L1 | L1 | Ll | L1l D L L L L ‘ L 1 1 1 Il 1 1 1 1 L ‘ L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
9, (intercept) 0, (slope)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die Verteilungen der LS-Schatzungen 6, und 6, sind jeweils normalverteilt und unverzerrt.

* NB: Vergleichen Sie ¢ und o mit Folie 15.
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Zugrundeliegende Normalverteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-

experiments, wobei jede Einzelmessung nach ¢(x,¥i,0;) normalverteilt ist:

i<n

ist nach x?(z, 3) verteilt.

= 0.357 ) =
< C — Sampling < 14 — Sampling

03[ — %3(x, n=3) r — Uniform [0,1]
- 1.2

0.25} 3|£| HHHH|E||||:|E|||]':|
- 17
0.2} L
i 0.8
0.15 0.6
0.17 0_4;
0.05} 0.2

0:|\ IR 0_|\||||\||||\||||\\|||\H||||\||||\||||\||||\||||\
|| 0 14 16 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x®2 p-value
Der quadratische Abstand der LS-Schatzwerte Der p-Wert
von den wahren Werten oo
2
. 2 p= / X (z,3)dz
2 A
Xobs = Z ((yl ({l’z}, 9]) - y2> /O—.@i> N
obs

ist uniform verteilt.

NB: AU steht fur
arbitary units

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

22/66

Zugrundeliegende Normalverteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach ¢(x,¥i,0;) normalverteilt ist:

NB: AU steht fur

von den wahren Werten

Xobs = ((yl ({xi}>§j) - yi) /%%)2

i<n

ist nach x?(z, 3) verteilt.

oo

p= / X*(z,3) dz

2
Xobs

ist uniform verteilt.

- 0.351 5 F ) :
< — Sampling 2 1af — arbitary units
0.3 — x3(x, n=3) r — Uniform [0,1]
E 1.2_
0.25; 1:J'J-Lr|"|_r'n|_r'n“n n |_Luﬂ|_r||_|wh|_1 rﬂmﬂuﬂ ”F’LH
; Jill [ I
i 0.8—
015 Klar warum es sich 06f- Klar warum der p-Wert
0.1 um 3 Freiheitsgrade oal uniform verteilt ist? — Wenn
B handelt? T nein meditieren Sie nochmal
0.05 \K“_N_ 0.2f uber der nachsten Folie.
D | |\|\||||\||||\ PRI TR 0:|\||||\||||\||||\\Ill\Hllll\llll\llll\llll\llll\‘
| 0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x2 p-value
Der quadratische Abstand der LS-Schatzwerte Der p-Wert
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Erinnerung p-Wert

* Wir erinnern hier nochmal durch indirekte Rechnung daran, dass der p-Wert einer zugrunde-
liegenden Verteilung gleichverteilt ist (hier am Beispiel der zugrundeliegenden x*(z,n) Ver-
teilung):

| |
[t
(@
'ﬁ\
| |
[\’)
&\
ol
8\

X > Xobs

()

Obq

P gleichverteilt.

X2, wirklich nach
2(x,n) verteilt.

(Vergleichen Sie diese Rechnung mit VL-02 Folie 13)
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Zugrundeliegende uniforme Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach U (x) gleichverteilt ist:

2 . . £ 800" _ _
$ - | —— Uniform sampling é © - | —— Uniform sampling é
01000~ | — Gaussian fit 0 W 200 | — Gaussian fit 1
[ p=1.00 _ 1=0.60
800 5=0.17 800: o=0.14
I 500~
600 :
3 400
aool- 300
[ 200~
200+ :
i 100
D 11l | 11l | | L1 | L1 | L1 | L1 | | Ll | Ll D: L L 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 L 1 L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
8, (intercept) 0, (slope)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die Verteilungen der LS-Schatzungen 6, und 6, sind jeweils normalverteilt und unverzerrt,
aber nicht mehr effizient.
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Zugrundeliegende uniforme Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach U (z) gleichverteilt ist:

2 035 _ S5
C — Sampling < 20l — Sampling
03[ — %3(x, n=3) E — Uniform [0,1]
- 20—
025 g
- 16
02 14f
120
0.15 10f
8
0.1 .
B 6H
0.05} ar
L 2
0_|\ O_I\Illl\llll\lll\\l e e e e e e |
| 0 [ 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
p-value
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Zugrundeliegende exp Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung beidseitig nach exp(z, o;/+/2) verteilt ist:

214007 ©1400=
& Double exp sampling A 5 [ | —— Double exp sampling A
1200/~ | —— Gaussian fit 1200~ | —— Gaussian fit
[ pu=1.00 [ p=0.60
1000~ 5-0.15 1000~ ©=0.09
8o0f- 800l
600}~ 600
a00[- 400
200 200
0_|||||- S NS R R M T 0_.\.\ L L ——
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
8, (intercept) 0, (slope)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die Verteilungen der LS-Schatzungen 6, und 6, sind jeweils normalverteilt und unverzerrt,
aber nicht mehr effizient.
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Zugrundeliegende exp Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgéange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung beidseitig nach exp(z, o;/v/2) verteilt ist:

AU

0.15

0.05F

0.4F
0.35
0]
0.25

0.2

0.1

— Sampling
— x%(x, n=3)

AU

1.5

25 — Uniform [0,1]

— Sampling

| -~

0.5}

W

0_|\|| o b b b b b b B i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

p-value
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Verteilungsfreiheit - Zusammenfassung

* Unabhéangig von der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsdichte fir jede Einzelmessung
sind die LS-Schatzwerte normalverteilt und (fir symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichten)

erwartungstreu.

* Wie sich verschiedene zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichten aul3ern:
* Die LS-Schatzung ist nicht mehr effizient (vgl. Folie 11).

° ngs ist nicht nach x?(z,n) verteilt.

* Der aus dem Integral der x*(z,n) Verteilung bestimmte p-Wert ist nicht uniform verteilt,
wie dies der Fall ware, wenn die LS-Schatzung einer x*(x, n) Verteilung folgen wiirde.
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Pull-Verteilung

Fiir normalverteilte Messwerte folgt jeder LS-Schitzwert nach Standartisierung

~

_ 0 —El9) _ 0;-6

einer Standardnormalverteilung ¢(z,0, 1).

* Man nennt die Verteilung der Werte flr Z; nach mehrfacher Durchflihrung von Pseudoex-
perimenten pull-Verteilung. Dabei werden bei bekannt vorausgesetzten Werten fir 6; die
Werte von 6; und

var[f;]

fur jeden Ausgang des Pseudoexperiments aus dem LS-Schatzwert und seiner Varianz be-
stimmt.

* Aus der pull-Verteilung wird z.B. tblicherweise die Erwartungstreue der Abschatzung abge-
leitet.
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Pull-Verteilung: Beispiel

* Wir zeigen die pull-Verteilung anhand des Beispiels aus Abschnitt 4.2:

* Zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichte fir Messwerte:

Normalverteilung: Uniforme Verteilung: Exponentielle Verteilung:
- r o 045¢ 2 0.6F
< 051 — Sampling < r — Sampling < 0 — Sampling
i — 9(x,0, 1) 04 —9(x, 0, 1) [ — (x, 0, 1)
r 0.5—
0.35; [
03f 0l
0.25; E
B 0.3
0.2:— ;
0.15; 0.2[-
0.13—
F 0.1
0.05; L
E;M—I&IH—3HI—ZHH—1H”0HH1M‘zm3 Z‘IS ES—‘JI —3m—z‘m—1‘m0m‘1‘m2m3 ‘4 5
(8,-8,)/48, (8,-6,)/A8, (8,-8,)/48,

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die LS-Schatzwerte sind zwar in allen Fallen erwartungstreu, ihre pull-Verteilungen sind
jedoch nur im linken Fall standardnormalverteilt.
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-

Schatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden

Beispiels aus der Teilchenphysik:

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z,u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Abschatzung
o 250
o L N =500 —= Data
IJ;j r — Likelihood (unbinned)
200— — — Likelihood (binned)
[ - --- Least square
150—

100

501

I NREEE NN N S NN NN
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
mass (GeV)

Yield

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
m (GeV)

10(

80

Ungebinnter Likelihood scan
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden
Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z,u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.
x=}
" 2 10(
Abschatzung >
n
c
[o}]
i 80
5 L' N =250 - oata
L r — Likelihood (unbinned}
100 — ~ Likelihood (binned) 60
| -=--- Least square
8ol 40
60
i 20
a0
i 0
i 3 35 4 45 5 55 6 65
20 m (GeV)
Ungebinnter Likelihood scan
S Y S N NS N
% 7% 8 9 10
mass (GeV)
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden
Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z,u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.

10(

Yield

Abschatzung

Events

80

Events

50¢
s N =100
F — Likelihood (unbinned)

40 f— — = Likelihood (binned)

—&— Data

Events

- --- Least square

350
300

250

20

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
m (GeV)

151

Ungebinnter Likelihood scan

8 9 10
mass (GeV)
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden

Beispiels aus der Teilchenphysik:

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z,u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Abschatzung
2]
c
(]
>
i} I
c
Q
ol e
c
1]
m| g
s [ —— Dat
S N =50 @
L — Likelihood {(unbinned}
2(}_ — — Likelihood (binned)

15|

===~ Least square

8 9 10
mass (GeV)

10(

Yield

80

4.5 5 5.5 6 6.5
m (GeV)

Ungebinnter Likelihood scan
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden

Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.
kel
" 2 10(
Abschatzung >
2]
c
(]
] 80
c
Q
ir]
o 60
a| e
c
[
ol g 12
2
q>_, N — 25 —#— Data 40
i} — Likelihood {unbinned)
10? — — Likelihood {binned)
[ -=-- Least square 20
8_
i E 0
6_
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden

Beispiels aus der Teilchenphysik:

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.

Abschatzung
w
£
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L

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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LS- vs. ML-Schatzung

* Nutzen Sie die ML-Schatzung, wann immer mdglich:

* Sie setzt die Hypothese einer parametrisierten zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
dichte voraus. Die Parameter werden maximiert.

* Sie ist immer erwartungstreu.

* Wenn es eine effiziente Schatzung des gesuchten Parameters gibt, ist die ML-Schét-
zung effizient, d.h. sie hat die geringste Varianz.

* Die ML-Schatzung ist i.A. nicht analytisch l6sbar. Heutzutage wirden Sie in ernsthaften
Studien zur LOsung statistischer Probleme ohnehin auf MC Methoden zurtickgreifen.
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LS- vs. ML-Schatzung - continued -

* Die LS-Schatzung benoétigt weniger Voraussetzungen von lhrer Seite: Nur die Varianz der
Hypothese muss bekannt sein, die hypothetische zugrundeliegende Wahrscheinlichkeits-
dichte ist die Normalverteilung:

* Die LS-Schatzung bezieht inre grol3e Bedeutung daraus, dass sie fir die grol3e Klasse
linearer Probleme analytisch |6sbar ist.

* Fir eine grofRere Klasse an wohldefinierten Problemen (z.B. F-Test, T-Test, X2-Test) ist
die Losung ebenfalls bekannt.

* FUr normalverteilte Zufallsgrof3en ist die LS Schatzung zur ML Schatzung aquivalent.

* Fur nicht-normalverteilte Zufallsgrof3en und insbesondere flir asymmetrische Unsicher-
heiten flhren die LS und die ML Schéatzung nicht zum gleichen Ergebnis.
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Zusammenfassung

* Ubergang von Maximum Likelihood zu LS-Schéatzung.
* Lineare LS-Schéatzung.

* Ausgewahlte Eigenschaften der LS-Schatzung.
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5 Optimierungsalgorithmen

5.1 Einfihrung und einfache Verfahren

Wir geben eine kurze Einfiihrung und Ubersicht
Uber verschiedene Optimierungsalgorithmen.
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Bedeutung von Optimierungsalgorithmen

* Fir einfache, stetige und differenzierbare Funktionen kennen Sie Optimierungsaufgaben aus
Schule und Studium.

* Fur allgemeine hochdimensionale Funktionen mit Sattelpunkten und Nebenextrema spielen
effiziente und sichere numerische Optimierungsalgorithmen eine zentrale Rolle.
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Bedeutung von Optimierungsalgorithmen

* Fur einfache, stetige und differenzierbare Funktionen kennen Sie Optimierungsaufgaben aus
Schule und Studium.

* Fur allgemeine hochdimensionale Funktionen mit Sattelpunkten und Nebenextrema spielen
effiziente und sichere numerische Optimierungsalgorithmen eine zentrale Rolle.
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Bedeutung von Optimierungsalgorithmen

Fur einfache, stetige und differenzierbare Funktionen kennen Sie Optimierungsaufgaben aus
Schule und Studium.

Fur allgemeine hochdimensionale Funktionen mit Sattelpunkten und Nebenextrema spielen
effiziente und sichere numerische Optimierungsalgorithmen eine zentrale Rolle.

Man kann Optimierungsalgorithmen grob einteilen nach:
* Einfachen Verfahren, die auf den Funktionswerten selbst basieren (— Rastersuchen).

* Abstiegsverfahren, die auf Ableitungen basieren (- Gradientenabstiegsverfahren,
Newtonverfahren, ... ).

* Wir werden Ihnen an dieser Stelle einige Beispiele aus jeder der angegebenen Klassen
vorstellen. Dabei formulieren wir das Optimierungsproblem als Minimierungsproblem.
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Konvergenzrate

Sei F'(z) eine beliebige Funktion und x,;, ein Minimum von F(x). Fir einen Algorithmus A
mit der Aufgabe in einer Folge von Werten {x;} von einem beliebigen Startpunkt zp aus xmi,
zu finden, bezeichnen wir

_ F(@k41) — F(@min)
R - F(il?k) — F(fEmjn)

als Konvergenzrate von A. Fiir

limsupR < 1

kE—oo

bezeichnet man A als linear konvergent.
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Konvergenzrate

Sei F'(z) eine beliebige Funktion und x,;, ein Minimum von F(x). Fir einen Algorithmus A
mit der Aufgabe in einer Folge von Werten {xy} von einem beliebigen Startpunkt zy aus xpy;y,
zu finden, bezeichnen wir

R F(xk+1) — F(@min)
F(xy) — F(2min)

als Konvergenzrate von A. Fiir

limsupR < 1

k—oo

bezeichnet man A als linear konvergent.

* Ist ein Algorithmus linear konvergent bedeutet das, dass er tatsachlich exponentiell schnell
auf das Minimum konvergiert:

|F($k_|_1) — F(xmln)| - Ck |F(370) - F(xmln)‘ ) c<l1
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Rosenbrock-Funktion

* Die Rosenbrock-Funktion wurde erstmals 1960 von Howard H. Rosenbrock als benchmark
fur Optimierungsalgorithmen eingefihrt:

f(@,y) = (a— )% + b (y — 2?)°

* Die Funktion hat ein globales Minimum bei (z,y) = (a,a*), an dem sie den Wert f(a,a?) =0
annimmit.

* Das Minimum liegt jedoch in einem langezo-
genen parabolischen Tal und ist daher nu-
merisch schwer zu ermitteln.

L102

* Rechts ist die Funktion flr a = 1, b = 100
gezeigt.
it

92

-1.0 " T T . 1077
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Rasterverfahren

* Die einfachste Methode das Minimum zu ermitteln, besteht in einem brute force Rasterver-
fahren (engl. grid search, range search):.

* Auswertung der Funktion an k gleichverteilten Stltzstellen. Das Raster kann ggf. suk-
zessive vereinfert werden.

* In d Dimensionen k? Rasterpunkte — fir hoherdimensionale Funktionen ungeeignet.

2.5 _

) ©O00000O0OOO oo
208 ©000000OOO oo

o ©00000000000O0O 102
o ©O0000D00D0OOI®OODO
15170 ©0000O0O0O oo0o0
o ©0000O0OO 0000
10400 ©00000O0O o000
- oo ) 0000000 00000
_.|o000000000 ©0000

0576 0 0 o000 ©0000O0O 10Y
© 00O ©0000O0O
00{io 0000 0 000O0OOO
©O000D0D0D0ODODOODODOOOOOOO
_(),/0o0o0co0o00000000000000
©000000DO0D0OODODOO0OOOOO

“]oooooooooooooooooo 10-2
' -1 0 1 2

xr
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Simuliertes Abkiihlen (engl. simulated annealing)

* Hierbei handelt es sich um ein Monte Carlo Verfahren zur Optimierung:

* Vergleiche f (i, v:) mit f(zit1,vi+1) an einem zuféllig gewahlten Punkt (z;11,vi11).

* Ersetze (z;,y;) durch (x;v1,v:11) wenn:

* flxiv1,yiv1) < f(mi,yi)-
* Mit der Wahrscheinlichkeit
exp ( f(@it1,yir1) — fla, yz‘))

T 2.5 —
sonst. s 02
1.5 1
* Senke die ,Temperatur” T" und wie-
derhole das Verfahren. 0
()r}' 1()“
0.0 A
* Dadruch, dass der Algorithmus auch die —0.5 -
Maoglichkeit hat ,nach oben zu steigen®, ist o 102
es mdoglich sich aus Nebenminima ,her- ' -1 0 1 2
aus“ zu bewegen. !
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Simplex Verfahren

* Eingefuhrt von John Nelder und Roger Mead 1975:

* Starte mit einem Simplex aus d + 1 Punkten in d Dimensionen; Werte die zu minimiernde
Funktion an jedem Eckpunkt aus und sortiere aufsteigend nach Funktionswerten.

F(fl) < F(fz) < ... <F(fd+1)

* Ermittele den Schwerpunkt der ersten d Punkte: m =

d
}:@(ﬂ

SN

* Reflektiere Z4+1 an m:

P =1+ (1 — Zge1)

* Unterscheide mehrere Falle:
(1) F(z1) < F(r) < F(Zq)

(2) F(r) <F(7)

(3) F(Za) < F(7)

(4)

L102

10°

4) Ansonsten Kontraktion um 7y

~1.0 r " . _ 10-2
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Simplex Verfahren

* Fallunterscheidung:

(1) F(fl) < F(F) =& F(fd) :

Ersetze g1 durch 7 ; zuriick zu (*).

F102
10()
~1.0 ; 10-2
—1 0 1
T
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Simplex Verfahren

* Fallunterscheidung:

(2) F(r) < F(#1): Gute Richtung — Streckung (§=m+ 8 (m — Z411))

Ersetze ©4y1 durch § wenn F'(S) < F(7) und durch 7 sonst, zuriick zu (*).

-102

10()
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Simplex Verfahren

* Fallunterscheidung:

(3) F(Z) < F(7) : Schlechte Richtung — Abflachung (¢ = i + v(m — h)),
wobei h = Tgy1 wenn F(Z441) < F(7) und 7 sonst.

Ersetze Z411 durch ¢ wenn F(¢) < F(Z4y1), zuriick zu (*).

-102

10"
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Simplex Verfahren

* Fallunterscheidung:

(4) Ansonsten komprimiere den Simplex um 4
Vi=2,...d+ 1, zuriick zu (*).

— —

T; = T1 + o(T1 — T;)

F102
10()
~1.0 ; 10-2
—1 0 1
T
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Simplex Verfahren - Anmerkungen

* Anmerkungen:

* Bei dem Verfahren ist darauf zu achten, dass die Startwerte linear unabhangig sind, so
dass sich ein richtiger Simplex ergibt.

* Typische Werte fur die Parameter des Algorithmus sind:
a=1 B =2 vy=1/2 o=1/

* Allgemein muss gelten:
O<a<p v, o € (0,1)

* Der Algorithmus bewegt dann den Simplex auf ein (lokales) Minimum zu und schrumpft ihn
um dieses Minimum zusammen, bis ein Abbruchkriterium erreicht wird.

* Eine beispielhafte Implementierung konnen Sie unter diesem link finden.
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5 Optimierungsalgorithmen

5.2 Gradientenabstiegsverfahren

Gradientenverfahren machen neben den Funk-
tionswerten selbst von den Ableitungen der zu
minimierenden Funktion Gebrauch.
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Gradientenabstiegsverfahren

* Das einfache Gradientenabstiegsverfahren hat die folgende Aktualisierungsregel:

dx

Lhk+1 = T — 1

solange:

\F(azk) — F(Ik_l)‘ > €

* Man bezeichnet n € R als die Schrittweite.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

50/66

Beispiel: Optimale Schrittweite

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:
1 2
F(x)ziaa: +bx+c A

* Wie wirden Sie die Schrittweite n wahlen, um das
Minimum der Funktion mdglichst schnell zu erreichen
und nach wieviel Schritten ist dies der Fall?
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Beispiel: Optimale Schrittweite

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:
1 2
F(x)ziaa: +bx+c A

* Wie wirden Sie die Schrittweite n wahlen, um das
Minimum der Funktion mdglichst schnell zu erreichen
und nach wieviel Schritten ist dies der Fall?
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Beispiel: Optimale Schrittweite

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:
1 2
F(x)ziaa: +bx+c A

* Wie wirden Sie die Schrittweite n wahlen, um das
Minimum der Funktion mdglichst schnell zu erreichen
und nach wieviel Schritten ist dies der Fall?

* Taylorreihe um einen beliebigen Wert xg:

F (z) = F(xo) + F'(x0) (x — x0) + %F"(ﬂfo)(xo) (z — )

D.h. Sie erreichen das Minimum

F'(z) = F'(x¢) + F"(x0) (x — x9) =0 einer Parabel immer mit einem
F'(z0) S(_:h_ritt_, egal von wo Sie die
i, = b0 — Minimierung starten.

F//(x())

Vergleich mit Aktualisierungsregel:

1 :
1 = 19 — NF' (20) = Nopt = F(za) mit: F"(z) =a (Vz €R)
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:
1 2

F(x)ziaa: +bx+c A

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-

halten fur verschiedene Werte von n :

(1) n= L } Konvergenz nach

F"(x) einem Schritt
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:
1 2
F(z) = 50T +bx+c

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von n :

(1) n= 1 Konvergenz nach
F"(x) einem Schritt
1
2 <
( ) T] F//(:E)
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von n :

(1) n= 1 Konvergenz nach
F"(x) einem Schritt

(2) n< : \

F//(aj)
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von n :

(1) n= 1 Konvergenz nach
F"(x) einem Schritt

(2) n< : \

F”(.T)
1
(3) n> ()
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von 7 :

_ 1 Konvergenz nach
(1) n=
F"(x) einem Schritt
1
(2) n< F'(z) Konvergenz nach mehr
1 als einem Schritt (t.w.
3) n> oszillierend
F//(x)
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von 7 :

(1) n= 1 Konvergenz nach
F"(x) einem Schritt
1
(2) n< F'(z) Konvergenz nach mehr
1 als einem Schritt (t.w.
3) n> oszillierend
F//(a:.)
1
4 =2
( ) 77 F//(x)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

50b/66

Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von 7 :

_ 1 Konvergenz nach
(1) n=
F"(x) einem Schritt
1
(2) n< F'(z) Konvergenz nach mehr
1 als einem Schritt (t.w.
3) n> oszillierend
F//(x)

1
(4) n = 2F”( ) } Stabile Oszillation

8
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von 7 :

(1) n= 1 Konvergenz nach
F"(x) einem Schritt
1
(2) n< F'(z) Konvergenz nach mehr
1 als einem Schritt (t.w.
3) n> () oszillierend
x
1
(4) n = 2F”(:c) } Stabile Oszillation
1
5) > 2
(5) n>2 @
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Diskussion Konvergenzverhalten

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
ziaa:2—|—bx+c

* Wir untersuchen im folgenden das Konvergenzver-
halten fur verschiedene Werte von 7 :

1
= F”(a:)
1
n < F”(a:)
1
n > F”(a:)
1
n= 2F”(:1:)
1
n > 2F”(a:)

J
|
)
J

Konvergenz nach
einem Schritt

Konvergenz nach mehr
als einem Schritt (t.w.
oszillierend

Stabile Oszillation

Divergenz

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

51/66

Newtonverfahren

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Die Diskussion anhand von Polynomen zweiter Ord-
nung lasst sich auf beliebige zweifach differenzierbare
Funktionen Ubertragen, solange man sie (nur) bis zur
zweiten Ordnung in der Taylorreihe approximiert.
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Newtonverfahren

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Die Diskussion anhand von Polynomen zweiter Ord-
nung lasst sich auf beliebige zweifach differenzierbare
Funktionen Ubertragen, solange man sie (nur) bis zur
zweiten Ordnung in der Taylorreihe approximiert.

* Die Aktualisierungsregel des Gradientenabstiegs nimmt

dabei die folgende Form an:

F' ()
F”(xk)

Lk+1 = Tk —

solange:

|F(2§k) — F(in_1>| > €
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Newtonverfahren

* Zur Diskussion der optimalen Schrittweite betrachten wir ein Polynom zweiter Ordnung:

1
F(x)ziaazQ—l—bx—l—c A

* Die Diskussion anhand von Polynomen zweiter Ord-
nung lasst sich auf beliebige zweifach differenzierbare
Funktionen Ubertragen, solange man sie (nur) bis zur
zweiten Ordnung in der Taylorreihe approximiert.

* Die Aktualisierungsregel des Gradientenabstiegs nimmt
dabei die folgende Form an:

X =X F/(xk)
kL= T e
solange:
|F(xg) — F(zgp—1)| > € Hierbei handelt es sich um das bekannte Newtonverfahren

zur Nullstellenbestimmung angewandt auf F’(x).

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://de.wikipedia.org/wiki/Newtonverfahren

53/66

Newtonverfahren in d Dimensionen

* Ein allgemeines Polynom zweiter Ordnung in d Dimensionen hat die Form:

1 -
P(Z) = J#ATT + 513 + ¢

* In der Aktualisierungsregel des Gradientenabstiegs wird dann die zweite Ableitung durch die
Hessematrix ersetzt H (7).

Thi1 = Tk — A_lﬁF(xk) = T — H_l(fk)ﬁF(xk)

solange:

‘F(fk) — F(fk_l)‘ > €
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Gradientenabstieg in d Dimensionen

* In d Dimensionen laR3t sich jede Parabel auf ihre Hauptachsen transformieren. Schnitte
entlang der Hauptachsen fiihren wiederum auf Parabeln.

* Problem: Die Offnungswinkel der Parabeln entlang der
Hauptachsen — und damit verbunden die zweiten Rich-
tungsableitungen entlang der Hauptachsen — sind i.a.
unterschiedlich grof3.

* Wie ist n zu wéahlen, um optimale und garantierte
Konvergenz zu erreichen?

 Je hoherdimensional der Definitionsbereich von F'(x)
ist desto schwieriger lasst sich diese Frage im Rahmen Parabel i
des naiven Gradientenabstiegverfahrens beantworten. entlang ,

* Konvergenz ist umso schwieriger zu erreichen je
goRer die Konditionszahl der Hessematrix ist (d.h. je
weiter die Eigenwerte der Hessematrix auseinander
liegen).

Parabel
entlang z;
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Gradientenabstieg in d Dimensionen

* In d Dimensionen laR3t sich jede Parabel auf ihre Hauptachsen transformieren. Schnitte
entlang der Hauptachsen fiihren wiederum auf Parabeln.

* Problem: Die Offnungswinkel der Parabeln entlang der
Hauptachsen — und damit verbunden die zweiten Rich-
tungsableitungen entlang der Hauptachsen — sind i.a.
unterschiedlich grof3.

* Durch das Newtonverfahren wird das Problem auto-

matisch gelost. Die Multiplikation mit H ! (z)trans-
formiert die Parabel auf eine Einheitsparabel. .

Sie konnen das auch durch die
Aktualisierungsregel erkennen.

Tht1 = Tp — Hil(fk)ﬁF(l'k)

7

~"

Transformation des

Gradienten mit n = 1
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Newtonverfahren in 2 Dimensionen

* Die folgenden Folien veranschaulichen das Newtonverfahren in 2 Dimensionen:

20 g
15

10

-10
-15

20 .
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Newtonverfahren in 2 Dimensionen

* Die folgenden Folien veranschaulichen das Newtonverfahren in 2 Dimensionen:

20 g

15

10

-10

-15

20 WS
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Newtonverfahren in 2 Dimensionen

* Die folgenden Folien veranschaulichen das Newtonverfahren in 2 Dimensionen:

20 g
15

10

-10
-15

-zﬁ ._._.__._'.___.
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Newtonverfahren in 2 Dimensionen

* Die folgenden Folien veranschaulichen das Newtonverfahren in 2 Dimensionen:

20 g
15

10

-10
-15

-zﬁ ._._.__._'.___.
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Newtonverfahren in 2 Dimensionen

* Die folgenden Folien veranschaulichen das Newtonverfahren in 2 Dimensionen:

20 g
15

10

-10
-15

-zﬁ ._._.__._'.___.
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Newtonverfahren — Diskussion

Das Newtonverfahren hat sehr gute Konvergenzeigenschaften fir konvexe Funktionen.
* Konvergenz in ein globales Minimum ist jedoch nicht garantiert.

* Probleme bestehen bei nicht konvexen Funktionen, bei denen insbesondere in hoheren
Dimensionen H () nicht garantiert positiv definit ist.

* Zur Optimierung bei Problemen sehr hoher Dimensionalitat (wie z.B. im Bereich maschien-
ellen Lernens) ist das Newtonverfahren ungeeignet, weil es nicht nur die Berechnung son-
dern auch die Inversion von H (x) voraussetzt.
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Adaptive Schrittweite

* Eine andere Mdoglichkeit Konvergenzprobleme zu vermeiden, besteht darin (ggf. mit grof3er)
fester Schrittweite zu beginnen und diese sukzessive zu verringern.

* Der Beginn mit grof3er Schrittweite soll dabei verhindern, durch unglickliche Wahl der
Anfangsparameter in Nebenminima ,gefangen” zu bleiben.

* Dabei sollten die folgenden Bedingungen an die Schrittweiten bestehen:

Z N — 00 Es muss mdglich sein, durch eine unendlich lange Folge
P den gesamten Definitionsbereich der Funktion abzudecken.
Z N2 < 00 Die Reihe soll trotzdem konvergent sein und die Elemente

1 der Folge immer kleiner werden.
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Adaptive Schrittweite

* Eine andere Mdoglichkeit Konvergenzprobleme zu vermeiden, besteht darin (ggf. mit grof3er)
fester Schrittweite zu beginnen und diese sukzessive zu verringern.

* Der Beginn mit grof3er Schrittweite soll dabei verhindern, durch unglickliche Wahl der
Anfangsparameter in Nebenminima ,gefangen” zu bleiben.

* Etablierte Schrittweitenalgorithmen sind.:

Mk = kT ] (Linear)
Nk = (k‘?‘—oly (Quadratisch)
me=moe ’* B>0 (Exponentiell)

* Eine im Bereich maschienellen Lernens verwendete Methode ist z.B. mit einer festen
Schrittweite zu beginnen, die nach einer bestimmten Anzahl an initialen Schritten sukessive

reduziert wird.
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Impulsverfahren (engl. momentum methods)

* Impulsverfahren beruhen auf der Annahme, dass die urspriingliche Richtung, eine gute Wahl
zum Auffinden des Minimums watr.

* Man behélt also ein ,Gedachtnis” dieser Information in der Aktualisierungregel des Gradien-
tenabstiegs, z.B. durch (gewichtete) Mittelwertbildung:

Afk+1 = BAfk — HVF(ZUk)
— — — =/
T+l = Tk + Aﬂ?k+1 L Aajk:—{—l Z AT
LTr—1 ° k—l—l/v k+1
] : Ay * T
solange: +1

Einfacher Gradientenabstieg (gestrichene Variablen) in
Gradientenabstieg nach Impulsverfahren in schwarz.

* Dieses einfache Verfahren verzichtet auf die zweite Ableitung. Es unterdriickt schnelle, stark
variierende Anderungen im Abstieg und somit auch Oszillationen.
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Nestorov‘s accelerated gradient (Y. Nesterov 1983)

* Eine Variation mit nachweisbar noch besserem Konvergenzverhalten besteht darin zuerst
den Schritt aus dem vorherigen Abstieg durchzuftihren und dort die Ableitung auszuwerten:

Afk+1 = BAZ, — nVF(xk = BAfk)
Trpa1 = Tr + ATroq - k+1 =04 =
ATy, ' fk—i—l
solange:

Einfacher Gradientenabstieg (gestrichene Variablen) in
Gradientenabstieg nach Impulsverfahren in schwarz.
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5 Optimierungsalgorithmen

5.3 Optimierung mit Nebenbedingungen

Wir diskutieren abschliel3en wie Nebenbeding-

ungen in einem Optimierungsverfahren integriert DUDEN

werden kdnnen.

Bedingung, die

Wortart: Substantiv, feminin
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Einfache Beispiele fliir Nebenbedingung

* Zu minimierende Funktion:

flz,y) = (y — 2?)°

Randbedingung — 1:

* Parabelférmiges Tal von grix—1=0
Minima (siehe Bild) mit: 2.0 1 o
f(xay)| :x2:O i
! 1.5 1
-1
* Zwei Randbedingungen
fur Minimierung im Bild 1.0 - i
dargestellt.
= 0.5 1072
0.0 1
104
—0.5 -
Randbedingung — 2: , 106
gzt +y? —1=0 0 1
T
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Manifeste Randbedingungen

* Die klarste, wenn auch nicht immer einfachste, Méglichkeit Randbedingungen in den
Minimierungsprozess zu implementieren, ist es diese in der zu minimierenden Funktion

manifest zu machen.

* Wie wirde das am Beispiel der vorherigen Folie fir die Bedingungen — 1 und 2
aussehen?
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Manifeste Randbedingungen

* Die klarste, wenn auch nicht immer einfachste, Méglichkeit Randbedingungen in den
Minimierungsprozess zu implementieren, ist es diese in der zu minimierenden Funktion

manifest zu machen.

* Wie wirde das am Beispiel der vorherigen Folie fir die Bedingungen — 1 und 2
aussehen?

f@yl, =@W—1)?
fz,y)l,, =@y—0-y%)
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Manifeste Randbedingungen

* Die klarste, wenn auch nicht immer einfachste, Méglichkeit Randbedingungen in den
Minimierungsprozess zu implementieren, ist es diese in der zu minimierenden Funktion
manifest zu machen.

* Wie wirde das am Beispiel der vorherigen Folie fir die Bedingungen — 1 und 2
aussehen?

* Sie kbnnen auf diese Weise auch Randbedingungen in Form von Ungleichungen in den
Optimierungsprozess implementieren. Wie wirden Sie die Bedingungen a < x < b
implementieren?
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Manifeste Randbedingungen

* Die klarste, wenn auch nicht immer einfachste, Méglichkeit Randbedingungen in den
Minimierungsprozess zu implementieren, ist es diese in der zu minimierenden Funktion
manifest zu machen.

* Wie wirde das am Beispiel der vorherigen Folie fir die Bedingungen — 1 und 2
aussehen?

* Sie kbnnen auf diese Weise auch Randbedingungen in Form von Ungleichungen in den
Optimierungsprozess implementieren. Wie wirden Sie die Bedingungen a < x < b
implementieren?

Antwort: durch geeignete Transformation z — '

+ a

2(z—a) 1) ; . (sin(z’) + 1)b—a)

/
x = arctan
( —a 2
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Methode der Lagrange Multiplikatoren

* Ein gangiges Verfahren beruht auf dem Satz der Lagrange-Multiplikatoren:

* Addiere Randbedingungen als Gleichungen der Form ¢;(Z) zu der urspringlich zu
minimierenden Funktion f(Z) und erzeuge so eine neue zu minimiernde Funktion:

F(Z,{A\i}) = +Z>\zgz

* Durch die Ableitungen 0y, F(Z, {\;}) sind die Randbedingungen {g;(Z) } automatisch
erfullt. Die {\;} heil3en Lagrange-Multiplikatoren.
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Methode der Lagrange Multiplikatoren

* Ein gangiges Verfahren beruht auf dem Satz der Lagrange-Multiplikatoren:

* Addiere Randbedingungen als Gleichungen der Form ¢;(Z) zu der urspringlich zu
minimierenden Funktion f(Z) und erzeuge so eine neue zu minimiernde Funktion:

F(Z,{A\i}) = +Z>\zgz

* Durch die Ableitungen 0y, F(Z, {\;}) sind die Randbedingungen {g;(Z) } automatisch
erfullt. Die {\;} heil3en Lagrange-Multiplikatoren.

* Fur das Beispiel von Folie 61 ergibt sich:
FE N, = (y—2*)" + Az 1)
Mg, = (y — x2)2 +A(z* +y* - 1)
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Berluicksichtigung durch Strafterme

* Ein allgemeineres Vorgehen besteht darin, Strafterme (engl. penalty term) zu der zu
minimierenden Funktion zuzufluigen. Die neue, zu minimierende Funktion nimmt dann die

folgende Form an:

P& {v}) = +Z%|Igz )|I?

7

~

penalty term

* Der penalty term kann dabei jede Form annehmen. Die Konvergenzeigenschaften kdnnen
von der Wahl der {7:} abhéangen.
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Berluicksichtigung durch Strafterme

* Dieses Vorgehen erlaubt es Parameter mit Unsicherheiten mit vorgegebenem Prior in
die Likelihood Funktion einzubringen (vgl. mit VL-03 Folien 45ff):

* Beispiel: bestimme das Minimum der NLL mit einem StOrparameter ¢ der mit einer
Unsicherheit von og bestimmt ist:

—1n(L(Z,0)) = —In (Lo(F,0)) + % (0 — 90)

| A
NLL mit Randbe- \

dingung NLL ohne Rand-
bedingung
Strafterm (Gauflian
constraint)
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Zusammenfassung

* Einfuhrung in die Problematik und Diskussion einfacher Verfahren ohne Ableitungen.

* Rasterverfahren, simuliertes Abkuhlen, Simplex Verfahren.

* Diskussion komplexerer Verfahren it Berechnung von Ableitungen.

* Einfacher Gradientenabstieg, Newtonverfahren, adaptive Schrittweiten, Impulsverfahren.

* Optimierung mit Randbedingungen.
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