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Literaturempfehlungen

* Einfuiihrende Literatur zu Statistik und Numerik:

* G. Cowan, Statistical data analysis, Oxford (1997) (KIT-Bibliothek).

G. Bohm, G. Zech, Einflihrung in Statistik und Messwertanalyse flr Physiker, DESY
(2006) (eBook deutsch, eBook english).

V. Blobel, E. Lormann, Statistische und numerische Methoden der Datenanalyse, DESY
(2012) (Webseite).

R. J. Barlow, Statistics: A Guide to the use of statistical methods in the physical
sciences, Wiley (1989) (KIT-Bibliothek).

W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, Numerical recipes,
Cambridge Univ. Press (2007) (Webseite).

* Skriptensammlung von Prof. G. Quast (Link):

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://services.bibliothek.kit.edu/primo/start.php?recordid=KITSRC455289476
http://www-library.desy.de/preparch/books/vstatmp.pdf
http://www-library.desy.de/preparch/books/vstatmp_engl.pdf
http://www.desy.de/~blobel/ebuch.html
https://services.bibliothek.kit.edu/primo/start.php?recordid=KITSRC01919286X
http://numerical.recipes/
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~quast/Skripte

1/65

6 Hypothesentests in der modernen Physik

6.1 Grundlagen und Begriffe

Wir klaren zunéchst grundsatzlich, worum es bei
einem Hypothesentest geht und fassen alle we-

sentlichen Aspekte an einem Beispiel zusam-
men.

SELBSTBEWUSST
HYPOTHESEN

AUFSTELLEN

cWriters
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Hypothesentests

* Was eine statistische Hypothese haben wir bereits in VL-03 Folie 12 geklart.

* Hypothesentests dienen dazu, eine Hypothese mit gegebener Stichprobenverteilung einer
Teststatistik ¢(Z) auf ihre Vereinbarkeit mit dem Ergebnis einer Stichprobe (=Messung) hin
zu Uberprufen.

* Die zu testende Hypothese wird im Allgemeinen als Nullhypothese (H,) bezeichnet. Un-
wahrscheinliche Ausgange der Stichprobe werden zur Widerlegung der Nullhypothese
herangezogen, sofern sie ,signifikant* sind.

* Signifikant“ bedeutet, dass die Abweichung der Stichprobe von der Erwartung der Hypo-
these im Rahmen des Flrwahrhaltens des Testenden nicht mehr durch den Zufallsfehler
(d.h. die Varianz von t(Z)) erklart werden kann.

* NB: Alternativ kann die Nullhypothese gegen eine oder mehrere alternative Hypothesen H;
getestet werden.
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Beispiele

* Hypothesentests sind das Hauptanwendungsgebiet der Statistik. Die Anwendungen sind sehr
vielfaltig und mtssen ggf. von Fall zu Fall sorgfaltig mathematisch formuliert werden.

* Beispiele:

* Konnen zwei Stichproben bezuiglich des betrachteten Parameters aus der selben
Grundgesamtheit stammen (z.B. Hy: p1 = ps)?
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* Entspricht die Energiedeposition des Teilchens in Blei eher der Erwartung flr ein Pion
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* Hypothesentests sind das Hauptanwendungsgebiet der Statistik. Die Anwendungen sind sehr
vielfaltig und mtssen ggf. von Fall zu Fall sorgfaltig mathematisch formuliert werden.

* Beispiele:

* Konnen zwei Stichproben bezuiglich des betrachteten Parameters aus der selben
Grundgesamtheit stammen (z.B. Hy: p1 = ps)?

* Entspricht die Energiedeposition des Teilchens in Blei eher der Erwartung flr ein Pion
oder fur ein Elektron?

* Gibt es ein neues Signal auf einem bekannten Untergrund?

* Ist der Spin des beobachteten Teilchens 0 oder 17?

* Verdienen Frauen weniger als Manner bei gleicher Qualifikation?
* Ist das Medikament wirksam oder nicht?

* |st der Patient krank oder nicht?
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Anforderung an die Hypothese

* Die zu testende Hypothese muss so formuliert sein, dass sie Uberprufbar (d.h. ,falsifizier-
bar®) ist.

* Die Annahme der Gultigkeit der Hypothese muss die Bestimmung einer Stichprobenvertei-
lung erlauben. Die Stichprobenverteilung wird in diesem Fall auch als Testverteilung be-
zeichnet.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

5/65

Testverteilung

* Um eine Testverteilung f(¢|60 = 6,) angeben zu kdnnen, muss bei Parametertests der zu
untersuchende Parameter ¢ zunachst auf einen Wert 9 = 4, festgelegt werden.
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* Um eine Testverteilung f(¢|60 = 6,) angeben zu kdnnen, muss bei Parametertests der zu
untersuchende Parameter ¢ zunachst auf einen Wert 9 = 4, festgelegt werden.

* Die Testverteilung wird unter Annahme von H, entweder analytisch oder mit Hilfe eines
Ensemble Tests ermittelt.
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Testverteilung

Zurtick zu Folie 7
Zurtick zu Folie 29

* Um eine Testverteilung f(¢|60 = 6,) angeben zu kdnnen, muss bei Parametertests der zu
untersuchende Parameter ¢ zunachst auf einen Wert 9 = 4, festgelegt werden.

* Die Testverteilung wird unter Annahme von H, entweder analytisch oder mit Hilfe eines

Ensemble Tests ermittelt.

* Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von ¢(x)) auf einer Stichprobe,

entweder als:

Bereichshypothese:

f(t]0 > 0o)

f(t]0 < 0p)

+—— Hp nicht widerlegt ——

<+—— Hg nicht widerlegt —> {

Untere Schrankq
firg. '

Obere Schranke
F >
furg.
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Testverteilung

* Um eine Testverteilung f(¢|60 = 6,) angeben zu kdnnen, muss bei Parametertests der zu
untersuchende Parameter ¢ zunachst auf einen Wert 9 = 4, festgelegt werden.

* Die Testverteilung wird unter Annahme von H, entweder analytisch oder mit Hilfe eines
Ensemble Tests ermittelt.

* Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von ¢(x)) auf einer Stichprobe,
oder als:

Punkthypothese:
0 =0,
f(tl0 = 6o)
__ D
< H, nicht widerlegt » t

Konfidenzintervall
< .
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Testverteilung

* Um eine Testverteilung f(¢|60 = 6,) angeben zu kdnnen, muss bei Parametertests der zu
untersuchende Parameter ¢ zunachst auf einen Wert 9 = 4, festgelegt werden.

* Die Testverteilung wird unter Annahme von H, entweder analytisch oder mit Hilfe eines
Ensemble Tests ermittelt.

* Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von ¢(x)) auf einer Stichprobe,
oder als:

Punkthypothese:

Testverteilung, die bei
0 = 6o vorgegebenem 6, ab-

f(t]0 = 6p) / geleitet werden kann

< H, nicht widerlegt » t

Konfidenzintervall
<
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Testverteilung

* Um eine Testverteilung f(¢|60 = 6,) angeben zu kdnnen, muss bei Parametertests der zu
untersuchende Parameter ¢ zunachst auf einen Wert 9 = 4, festgelegt werden.

* Die Testverteilung wird unter Annahme von H, entweder analytisch oder mit Hilfe eines
Ensemble Tests ermittelt.

* Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von ¢(x)) auf einer Stichprobe,
oder als:
Punkthypothese:

0 =0

f(t|6 = 6o)

Der dunkelgraue Bereich kann bei
Durchfuihrung des Tests (mit vorge-

gebener Irrtumswahrscheinlichkeit)
ausgeschlossen werden.

'«HD nicht widerlegt —» t

Konfidenzintervall
<
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Testverteilung

* Um eine Testverteilung f(¢|60 = 6,) angeben zu kdnnen, muss bei Parametertests der zu
untersuchende Parameter ¢ zunachst auf einen Wert 9 = 4, festgelegt werden.

* Die Testverteilung wird unter Annahme von H, entweder analytisch oder mit Hilfe eines
Ensemble Tests ermittelt.

* Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von ¢(x)) auf einer Stichprobe,
oder als:

Punkthypothese:
0 =6y
f(t10 = 6o)
lo
_
< H, nicht widerlegt » t
\ Das konnte das Einmalige Ergebnis

Konfidenzintervall des Hypothesentests sein.
>
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Irrtumswahrscheinlichkeit und Konfidenz

* Die Irrtumswahrscheinlichkeit wird vor der Anwendung des Tests festgelegt und definiert ab
welchem Wert von t(%) der Test verworfen wird. Hier am Beispiel einer oberen Schranke:

* Fir alle Werte 0 < 6, ist die

f(t|Ho) J ()0 = o) Irtumswahrscheinlichkeit kleiner
Pat I'd als fur den vorgegebenen Wert ¢,,.
! F(t16 < 6o) D.h. mit einer Irrtumswahrschein-

lichkeit < a ist 0 < 6.

Vorgegebene Irr-
tumswahrschein-
lichkeit «.

[soese® * 1 — o bezeichnet man als Konfi-
- | denz.

* In der frequentistischen Wahrscheinlichkeitsinterpretation entspricht ein solcher Scan von ¢
der Neymankonstruktion.
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Klassischer vs. purer Signifikanztest

* Beim klassischen Signifikanztest wird das Signifikanzniveau (d.h. der Parameterbereich ab
dem H, verworfen wird) a priori festgelegt. Nach dem Test fallt die Entscheidung.

* Es gibt jedoch auch Falle, bei denen der Signifikanzwert (zusatzlich) angegeben wird und
die Interpretation so dem Statistikanwender Uberlassen bleibt:

Einmalige Auswertung

auf Stichprobe
f(t\@ < b)) Klassischer f(t]@ < b)) Purer
Signifikanz- Signifikanz-
test test
Lobs tobs
<—— H, nicht abgelehnt — { | t
Hy abgelehnt bei oo = 0.05 Hy abgelehnt bei a* < a = 0.05
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Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

* Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:

* Fomulierung der Hy-Hypothese mit 6 = 6.
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Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

* Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:

* Fomulierung der Hy-Hypothese mit 6 = 6. (10 = o)

* Wabhl einer geeigneten Teststatistik ¢t und
Bestimmung der Testverteilung f(t|0 = 6p)-
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Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

* Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:

* Fomulierung der Hy-Hypothese mit 6 = 6.

7(t10 = o)

* Wabhl einer geeigneten Teststatistik t und
Bestimmung der Testverteilung f(t|0 = 6p)-

* Wabhl der Irrtumswahscheinlichkeit o und des

Ablehnungsbereichs (hier am Bsp. der oberen 0

Schranke).
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Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

* Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:

* Fomulierung der Hy-Hypothese mit 6 = 6.

* Wabhl einer geeigneten Teststatistik t und
Bestimmung der Testverteilung f(t|0 = 6p)-

* Wahl der Irrtumswahscheinlichkeit o und des
Ablehnungsbereichs (hier am Bsp. der oberen
Schranke).

* Stichprobenziehung (=Messung) und Berech-
nung des realisierten Wertes der Teststatistik

tobs .

7(t10 = o)

obs

«
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Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

* Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:

Fomulierung der Hy-Hypothese mit 6 = 6,.

Wahl einer geeigneten Teststatistik £ und
Bestimmung der Testverteilung f(t|0 = 6p)-

Wabhl der Irrtumswahscheinlichkeit o und des
Ablehnungsbereichs (hier am Bsp. der oberen
Schranke).

Stichprobenziehung (=Messung) und Berech-
nung des realisierten Wertes der Teststatistik

tobs .

Testentscheidung und ggf. Ablehnung von Hj, .

7(t10 = o)

obs

«
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Hypothese: Manner in den Niederlanden sind grof3er als der ,Durchschnitts“-Européaer.
Das arithmetische Mittel der Korpergré3en in Europa liegt bei ;o = 174 cm mit einer
Standardabweichung von oy = £10 cm.
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* Hypothese: Manner in den Niederlanden sind grof3er als der ,Durchschnitts“-Européaer.
Das arithmetische Mittel der Korpergré3en in Europa liegt bei ;o = 174 cm mit einer
Standardabweichung von oy = £10 cm.

* Hy: p < pp=174cm mit: o = og (d.h. ,Niederlander sind gleichgrol3 oder kleiner als
Durchschnitts-Europaer”)
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Hypothese: Manner in den Niederlanden sind grof3er als der ,Durchschnitts“-Européaer.
Das arithmetische Mittel der Korpergré3en in Europa liegt bei ;o = 174 cm mit einer
Standardabweichung von oy = £10 cm.

* Hy: p < pp=174cm mit: o = og (d.h. ,Niederlander sind gleichgrol3 oder kleiner als
Durchschnitts-Europaer”)

* Teststatistik: t o< p(t,0,1)
T — [
t = X ,0,1
(w) N ¢(p,0,1)

uw==2 :Mittelwert der Stichprobe
n : Lange der Stichprobe
¢©(p,0,1) : Normalverteilung
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Hypothese: Manner in den Niederlanden sind grof3er als der ,Durchschnitts“-Européaer.
Das arithmetische Mittel der Korpergré3en in Europa liegt bei ;o = 174 cm mit einer
Standardabweichung von oy = £10 cm.

* Hy: p < pp=174cm mit: o = og (d.h. ,Niederlander sind gleichgrol3 oder kleiner als
Durchschnitts-Europaer”)

* Teststatistik: t o< p(t,0,1)

t(p) = fo;\/j% x ¢(11,0,1)

uw==2 :Mittelwert der Stichprobe
n : Lange der Stichprobe

¢©(p,0,1) : Normalverteilung

|
1.645 1
* Irrtumswahrscheinlichkeit:
a=0,05 t=1645"1
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf ! bei Standardnormalverteilung entspricht ¢+ = 1.645dem Signifikanz-
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Zuriick zu Folie 21
Zuriick zu Folie 29

Irrtumswahrscheinlichkeiten & Signifikanzniveaus i roie s

Zurick zu Folie 56

* Als Referenz fir die weitere Vorlesung finden Sie hier eine Zuordnung regelmaliig verwen-
deter Irrtumswahrscheinlichkeiten « zu Signifikanzniveaus der Standardnormalverteilung

¢(z,0,1),

Signifikanzniveau z

o(x,0,1)

10"
1073
10°®
107
10°°
10
10718
107°

1077

TTTTTTTTTTTTTTTTTTT

1071°

-21
10 o b b Py e ey

« Finseitig Zweiseitig

0.317 0.782 1
0.1 1.285 1.645
0.05 1.645 1.960
0.045 1.695 2
0.010 2.325 2.580
0.003 - 3

5.7 x 107 - 5

NB: Die +10 und +20 Fehlerbalken, die
Sie kennen entsprechen den zweiseitigen
Signifikanzniveaus von z = 1, 2.

v + 00.68 @ 68% CL

—-= 68% —

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Es wurden drei unabhangige Tests mit wachsendem Umfang durchgefihrt:

* Auswertung und Entscheidung:

r1 =176 cm; n; =36 To =175 cm; ngy = 100 T3 =175 cm; ng =400

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Es wurden drei unabhangige Tests mit wachsendem Umfang durchgefiihrt:

* Auswertung und Entscheidung:

r1 =176 cm; n; =36 To =175 cm; ng = 100 T3 =175 cm; ng =400
2cm
t = =1.2<1.654
10cm/+/36
Hy

kann nicht ausge-
schlossen werden

t o< o(t,0,1)

Priv. Dg
http://4
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Es wurden drei unabhangige Tests mit wachsendem Umfang durchgefiihrt:

* Auswertung und Entscheidung:

1 =176 cm; n; =36 To =175 cm; ng = 100 T3 = 175 cm;

2cm 1cm
t = =12<1604 t= =1<1.654

10 cm/+/36 10 cm/+/100
HO HO
kann nicht ausge- kann nicht ausge-
schlossen werden schlossen werden
o o(5,0.1)

I3 — 400

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Es wurden drei unabhangige Tests mit wachsendem Umfang durchgefiihrt:

* Auswertung und Entscheidung:

r1 =176 cm; n; =36 To =175 cm; ng = 100 T3 =175 cm; ng =400
2cm 1cm 1cm

t = =12<1604 t= =1<1654 t= =2 >1.654

10 cm/+/36 10 cm/+/100 10 cm/+/400
Hy Hy Hy
kann nicht ausge- kann nicht ausge- kann ausge-
schlossen werden schlossen werden schlossen werden
o o(5,0.1)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel aus der klassischen Statistik

* Es wurden drei unabhangige Tests mit wachsendem Umfang durchgefiihrt:

* Auswertung und Entscheidung:

r1 =176 cm; n; =36 To =175 cm; ngy = 100 T3 =175 cm; ng =400
HO Ho HO
kann nicht ausge- kann nicht ausge- kann ausge-
schlossen werden schlossen werden schlossen werden

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Anmerkungen zu Hypothesentests

* Das Beispiel veranschaulicht die wichtigsten Punkte, die bei der Verwendung von
Hypothesentests zu beachten sind:

* Beim einfachen Hypothesentest ist die Hypothese als ,,Gegenhypothese” zu formulieren
(im Bsp.: Hy: p < po = 174 cm mit: o = gg). FUr die Hypothese selbst ist keine Testfunk-
tion angebbar.

* Nicht-Widerlegung ist (statistisch) schwécher, als Widerlegung (im Bsp. folgt auf zwei-
malige Nicht-Widerlegung eine Widerlegung).

* Die Widerlegung von Hy hangt von der Vorgabe von « ab. (,Wer das Risiko auf sich
nimmt, mit groRerer Wahrscheinlichkeit H, irrtimlich zu verwerfen verwirft schneller.)

* Dabei ist zu beachten, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit nur die Wahrscheinlichkeit ab-
bildet H, irrttimlich zu verwerfen. Uber die irrtimliche Annahme von H, wird zunachst
keine Aussage getroffen.

* Ein Hypothesentest erfordert also eine klare Fragestellung und ein klares Bewul3tsein der
(meist semantischen) Schwachen und Fehlerquellen.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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6 Hypothesentests in der modernen Physik

6.2 Fehler 1. und 2. Art

Fur die folgende Diksussion legen wir die
Beflllung von Bierflaschen zugrunde. Die
Flaschen sollen mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit von av = (0.05 nicht mit mehr als 500 ml
Bier beflllt sein (obere Schranke mit 95%
Konfidenz). Die Befillung einer Flasche er-
folgt mit einer Varianz von 0y = +10ml. Re-
gelmalRige Stichproben der Lange n sollen
die Qualitat der Beflllung sicherstellen.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Fehler 1. & 2. Art

* Fur die Beurteilung eines Hypothe- Wir f i das Beispiel als Zwei H h
sentests ist mehr als eine Irrtums- Ir formulieren das Seispiel als ,.zwel Hypothesen

wahrscheinlichkeit von Relevanz: Test" Hy: p<c Hy:pu>c

| |
o : Fehler 1. Art f(t|Ho) f(t|Hy)

[ : Fehler 2. Art
¢ : Kritischer Wert

Der a priori festgelegte
kritische Wert entscheidet
Uber die Annahme von H,
oder H;.

Fullmenge unter A\ =1 Fullmenge Gber
Maximalwert ( H,) Maximalwert ( H;)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Fehler 1. & 2. Art

* Fur die Beurteilung eines Hypothe-
sentests ist mehr als eine Irrtums-
wahrscheinlichkeit von Relevanz:

Wir formulieren das Beispiel als ,Zwei Hypothesen
Test"Hy: p<c H; :pu>c

a : Fehler 1. Art f(t|Ho) f(t|Hy)

B : Fehler 2. Art
¢ : Kritischer Wert
Der a priori festgelegte

kritische Wert entscheidet
Uber die Annahme von H,,

oder H;. |
Cc t
Hy angenommen ' H; angenommen
H, abgelehnt ' H, abgelehnt
Hy wahr ; i i
0 | richtige Entscheidung Fehler 1. Art, o
H, falsch (1 - CV)
H, wahr ] ] i
1 Fehler 2. Art, A richtige Entscheidung
Hy falsch (1-28)
Priv. Doz. Dr. Roger Wol
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Operationscharakteristik & Trennscharfe

* Bei vorgegebenem a sind g und c festgelegt.

* FUr den haufigen Fall zweier Hypothesen H,und H; mit den Parametern po und gy gilt far g8
ceteris paribus (c.p.) d.h. wenn die jeweils anderen Variablen konstant gehalten werden:

* B(a) (c.p.) (je kleiner a:desto groR3er3).
* B(u1 — po) (c.p.) (je groRer die Differenz 1y — uo desto kleiner 3).

* B(n) (c.p.) (je groRer n, desto kleiner 3).
* Die Abhangigkeit 5(«, u1 — po, n) bezeichnet man als Operationscharakteristik.

* Die Funktion 1 — S(«a, u1 — po, n) bezeichnet man als Erganzung zu 1 oder Giitefunktion.
Der Funktionswert bei vorgegebenem (:; heil3t Trennscharfe.

* Ist z.B. v vorgegeben, dann wird man aus allen moglichen Testverfahren dasjenige mit dem
kleinsten 3 (d.h. der grof3ten Trennscharfe) auswéahlen.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Operationscharakteristik — am Beispiel -

* In unserem Beispiel testen wir die Fullhéhe durch, ziehen einer Stichprobe der Lange n = 10
und anschlieRende Mittelwertbildung:

| 2o
M:le—ozlxi

* Wir kdnnen davon ausgehen, dass die gewdahlte Teststatistik p normalverteilt ist. Fur die
Wurzel der Varianz von . gilt:

go 10ml

o, = = ~ 3.16 ml
V10 V10

* Die Fullhnéhe wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = (.05 beanstandet falls

p > c=500ml+ 1.6450, = 500 ml 4 (1.645 - 3.16) ml ~ 505 ml
(siehe Folie 11)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Operationscharakteristik — am Beispiel -

* In unserem Beispiel testen wir die Fullhéhe durch, ziehen einer Stichprobe der Lange n = 10
und anschlieRende Mittelwertbildung:

| 2o
M:le—ozlxi

* Wir kbnnen davon ausgehen, dass die gewahlte Teststatistik 1 normalverteilt ist. Fir die
Wourzel der Varianz von p gilt:

X)) 10 ml
o, = — ~ 3.16 ml
V100 V10

* Die Fullhnéhe wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = (.05 beanstandet falls

p > c=500ml+ 1.6450, = 500 ml 4 (1.645 - 3.16) ml ~ 505 ml
(siehe Folie 11)

* Falls die Flaschen wirklich mit ©o = 500 ml beflllt sind, wird der Fullstand mit einer Wahr-
scheinlichkeit von o = 0.05 irrttimlich beanstandet. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit fur
Nicht-Beanstandung, falls die Fillhéhe tatséchlich hbher oder niedriger ist?

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Operationscharakteristik — am Beispiel -

* Unter Variation der Hypothese H; erhalt man die Operationscharakteristik aus:

c(a)
B(ulH,) = / (@, p1,0,) da

— o0

Operationscharakteristik: Gutefunktion:
< W n=10 —a=005 ||| 3 "0
S ! NN | e a=0.01 oY
20,8 - ? 08 -

bl
0,6 - 0,6 -
0,4 : 0,4 -
|
0,2 - | 0.2 -
I k)
u,u T * T | | n u |
495 500 505 510 515 520

495

500 505 510 515

520

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Operationscharakteristik — am Beispiel -

* Unter Variation der Hypothese H; erhalt man die Operationscharakteristik aus:

c(a)
Bl = [ (w0, do
— OO
Operationscharakteristik: Gutefunktion:
1!0 T _ — _ —_— 1,0 T
= n =10 a = 0.05 =
= o NN e a=0.01 ||| &
20,8 - ? 08 -
b
0,6 0,6 -
0,4 1 0,4 -
0,2 0,2 -
Anm.: Dabei ist der Fall 500 ml in : : : 0,0
beiden Verteilungen genau genom- 510 515 520 495 500 505 510 515 520
men nicht wohl definifert, weil hier K %

kein Fehler in der Befullung vorliegt.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Operationscharakteristik — am Beispiel -

* Unter Variation der Hypothese H; erhalt man die Operationscharakteristik aus:
c(a)
B(u|Hy) = / p(z, p,0p)da

— 00

. .. . . Sie sehen hier zwei Tests unterschiedlicher
Operationscharakteristik: Gutefunktion:| stichprobenlange fiir o = 0.05. Welchen

1.0 Test wirden Sie wahlen?
3 . N =10 == o = 0.05 = 1.0
= N N e a=0.01 —
20,8 - =
| 0,8 -
—
0,6 -
0,6 -
0,4 - |
| 0,4
e : - a=0,05—n =10
I S — n = 20
0,0 T + T T 1
495 500 505 510 515 520 0,0 - 1 | | i |
H || 495 500 505 510 515 7 520

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Operationscharakteristik — am Beispiel -

Anm.: Hier sehen Sie das Beispiel
eines zweiseitigen Hypothesentests
(vgl. Folie 6).

* Unter Variation der Hypothese H; erhalt man die Operationscharakteristik aus:

c(a)
B(ulH,) = / ol 7)) Al

a=0,05==n =10

— o0
_ | n=10 == a=10.05 ) _
Operationscharakteristik: | o = 0.01 | Gutefunktion:
1,0 1 1,0
2 =
0,8 - ? 0.8 -
b
0,6 ! \ 0,6
0,4 - 0,4
0,2 - 8.2
0,0 0,0 .
485 490 495 500 505 510 515 485 490
7!

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Effizienz und Reinheit

* Bei Klassifikationsproblemen werden Ereignisse oftmals entweder einem Typ-0 oder einem
Typ-1 zugeordnet.

* In diesem einfachen Fall besteht die folgende Relation zwischen dem Fehler 1. und 2. Art
und den haufig verwendeten Begriffen Effizienz und Reinheit:

Richtig erkannte Ereignisse vom T'yp-0
6 pu— pr—

1— Effizi
Alle Ereignisse vom Typ-0 @ (Effizienz)

(1—Q)N0
(1 —a)No+ BN

p= (Reinheit)

« : Fehler 1. Art
£ : Fehler 2. Art
Ny : Wahre Anzahl der Ereignisse vom Typ-0
N7 : Wahre Anzahl der Ereignisse vom Typ-1

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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ROC Kurve

* In solchen Fallen, in denen sich Effizienz und Reinheit definieren lassen, wird die Gutefunk-
tion eines Tests auch durch die Kurve der Reciever Operating Characteristic (ROC) ange-

geben.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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ROC Kurve

* |n solchen Féllen, in denen sich Effizienz und Reinheit definieren lassen, wird die Gitefunk-
tion eines Tests auch durch die Kurve der Reciever Operating Characteristic (ROC) ange-
geben.

6 1n2EH.WDita! T T T 171717 T T T T 11717 ICMISIE
. i . - « Pb, \s,, = 5.02 TeV
* Sie wurden i.a. den Arbeitspunkt in der psmg,e.armse/ewan—;
ROC Kurve wahlen, der bei dieser Dar- F7PYTHA ]
stellung am weitesten oben rechts in 3
der Kurve liegt. V E
géag.isﬁ 7?
* In Einzelféallen kann es auch von Vorteil 5 3 9 — — T
sein von dieser Wahl abzuweichen, % T . CMS i -
. - ®0 E '
wenn S|e_ z.B. auf h_ohe_ Effizienz ange- % ] & | pPb,\s,, = 5.02 TeV : _
wiesem sind, offer slchim Gegenzug || & |-~ single-arm setecion
niedrige Effizienz ,leisten” kdnnen P—— C B . §
0} S — Double-arm selection
Eyr [GeV] ret L] S -
* Als Mal fur die Trennschérfe eines () - .
Algorithmus gibt man in diesen — 8
einfachen Fallen oft das Integral unter e et <C
der ROC Kurve an (area under curve Double-arm selection &
AUC). ET/PYTHIA) 1
o 107E°°, . 4
c g 4 GeV ] _
G>J 10-22_ S H ga g E 1
L i s, | aattT Ry ] - ' i
10%  Teespget 3 E :
é@ggg @@.Ié“ g L ‘I —
10°E" gt | 3 . i
105;— ei@ —; i I I I I | I L L : L L L ! |
| 0.9 -
1 10 0? B urity
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6 Hypothesentests in der modernen Physik

6.3 Klassische Beispiele und Anwendungen

Im Folgenden werden wir einige Beispiele fur
Hypothesentests explizit vorrechnen, anhand
derer Sie ein Gefuhl fur die Vielfalt solcher Tests
entwickeln kénnen.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel-1: Zweistichprobentest

* Hypothese: Hochschulabsolventinnen erhalten bei gleicher Varianz niedrigere Anfangsge-
halter (u1) als Hochschulabsolventen (u2). Die Uberprifung erfolgt durch zwei Zufallsstich-
proben jeweils vom Umfang n;,ne = 200.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel-1: Zweistichprobentest

* Hypothese: Hochschulabsolventinnen erhalten bei gleicher Varianz niedrigere Anfangsge-
halter (u1) als Hochschulabsolventen (u2). Die Uberprifung erfolgt durch zwei Zufallsstich-
proben jeweils vom Umfang n;,ne = 200.

* Hj: ,Die Gehalter der Absolventinnen sind gleich oder héher* (Hy: 11 > p9)-

* Teststatistik (Anm.: Streng formuliert fur die Bestimmung einer unteren Schanke):

t = i x ¢(x,0,1)
\/32 (L + 1 )
* |rrtumswahrscheinlichkeit: a = 0.05 entspricht: (z = —1.645) (siehe Folie 11)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel-1: Zweistichprobentest

Zurtck zu Folie 33

Hypothese: Hochschulabsolventinnen erhalten bei gleicher Varianz niedrigere Anfangsge-

halter (u1) als Hochschulabsolventen (u2). Die Uberprifung erfolgt durch zwei Zufallsstich-
proben jeweils vom Umfang n;,ne = 200.

* Hj: ,Die Gehalter der Absolventinnen sind gleich oder héher* (Hy: 11 > p9)-

* Teststatistik (Anm.: Streng formuliert fur die Bestimmung einer unteren Schanke):

t= x ¢(z,0,1)
2 (L 4 1
\/S (’I’Ll —|_ n2>
* |rrtumswahrscheinlichkeit: a = 0.05 entspricht: (z = —1.645) (siehe Folie 11)
* Stichprobenergebnisse: 1 = 2200 To= 2300
s2 =700000  s3 = 920000
(siehe Folie 5)
199 - 700 000 + 199 - 920 000
s? = T = 810000 F(t]6 > 6y)
398
2200 — 2300 100
900 - L 90
d.h. H, kann durch diese Stich- ||[2] 4 i
Egtvb:/D/ZipDV\:.\/v?/\(/J.%ef:;gﬁguni—karlsruhe.de/~rwolf/ prObe niCht Widerlegt Werden' T Momentwiderlest T
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Beispiel-2: Varianzanalyse

* Hypothese: In einer Untersuchung zur Verkehrssituation in der Innenstadt geben zufallig
Befragte ein Punkturteil ab (je hdher, desto positiver). Die Untersuchung wird getrennt fr
Innenstadtbewohner ( 111, n1 = 36) und Pendler (2, no = 41) vorgenommen. Ist die Bewer-
tung innerhalb beider Personengruppen gleich?

* Hy: ,Beide Gruppen beurteilen die Verkehrsituation gleich® (Hy: u1 = p9)-

* Wir fihren diesen Test zuachst als F-Test durch:

# Befragte: n =n; +no =77 # Gruppen: r = 2

T
_ 2
1 g2 ril z_:l ng (g — )
a) t:r_11se2xt: i_ng 20<f(x,r—1,n—7‘)
ner ot nir > (Tgi — Tg)
g=1:1=1

2 . .
Sevt © Varianz zwischen den Gruppen

2

siy : Varianz innerhalb der Gruppen

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
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Beispiel-2: Varianzanalyse

* Hypothese: In einer Untersuchung zur Verkehrssituation in der Innenstadt geben zufallig
Befragte ein Punkturteil ab (je hdher, desto positiver). Die Untersuchung wird getrennt fr

Innenstadtbewohner ( 111,71 = 36) und Pendler (us, no = 41) vorgenommen. Ist die Bewer-
tung innerhalb beider Personengruppen gleich?

* Hy: ,Beide Gruppen beurteilen die Verkehrsituation gleich® (Hy: u1 = p9)-

* Wir fihren diesen Test zuachst als F-Test durch:

# Befragte: n =n; +no =77 # Gruppen: r = 2

T
1 — —\2
LSQ r—1 Zl Ng (xg o 33)
r—1-ext g=
a) t = T 5 —= R O(f(:l;',r_l,n_r)
n—r Yint 1 E (:IZ R )2
ner g=1i=1 I I Diese Teststatistik folgt der Fisher-Verteilung, fur
den Quotienten zweier x*verteilter ZufallsgroRen:
2 . ischen den G * r — 1 entspricht den Freiheitsgraden der
Soxt - Varianz zwischen den Gruppen Verteilung im Zahler.
s?nt : Varianz innerhalb der Gruppen  n — r entspricht den Freiheitsgraden der
Verteilung im Nenner.
* Es handelt sich hierbei um einen F-Test.
* Die einfachste Art die CDF zu f (F")aus-
zuwerten ist mit Hilfe von scipy. Alternativ
NB: Dies ist ein Test auf 2, = s&,. | | kdnnen Sie die Werte aus Tabellen ausle-
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Beispiel-2: Varianzanalyse

. inli it _ . _ Z.B. bestimmt mit:
Irtumswahscheinlichkeit: o =0.05 1 — F(3.968|1,75) = 0.05 seipy.stats.1.cdf(3.968, 1, 75).

* Stichprobenergebnisse:

z1 = 50 To = 48.4
s] = 8.4 s3 = 175

2
a) > mg(Ty—7)° =36- (50 — 49.15)° + 41 - (48.4 — 49.15) = 49.0725
g=1

49.15

8I
I

2 MNg 2
DN (g —Tg) =D (ng—1)o, =35-84440-7.5 =594
g=11=1 g=1
49.0725
t=— = 6.196(> 3.968)
L. 504

* Testentscheidung: H,ist widerlegt (a* = 0.015), die Verkehrssituation wird unterschiedlich
bewertet.
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest

* Hypothese: In einer Untersuchung zur Verkehrssituation in der Innenstadt geben zufallig
Befragte ein Punkturteil ab (je hdher, desto positiver). Die Untersuchung wird getrennt fr

Innenstadtbewohner ( 111,71 = 36) und Pendler (s, no = 41) vorgenommen. Ist die Bewer-
tung innerhalb beider Personengruppen gleich?

* Hj: ,Beide Gruppen beurteilen die Verkehrsituation gleich” (Hy: 1 = o).

* Sie kdnnen den Test auch auf der Teststatistik von Folie 29 durchfuhren:

b) t = ‘xl 332\ X go(x, 0, 1) Anm.: Achtung im Gegensatz zu Folie 29
\/ o 1 1 steht hier ein Betragsstrich im Zahler. Wir
s (n_1 + n_2) fuhren namlich einen zweiseitigen Test
durch.
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest

* [Irrtumswahscheinlichkeit: a = 0.05 2z =1.96 (diesesmal zweiseitig! Siehe Folie 11)

* Stichprobenergebnisse:
r1 = 50 To = 48.4
2= 84 s5= 175

49.15

8
I
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest

* |rrtumswahscheinlichkeit: a = 0.05 2z =1.96 (diesesmal zweiseitig! Siehe Folie 11)

* Stichprobenergebnisse:

1 = 50 To = 48.4 T =49.15
2= 84 s5= 175
35-8.4+40-7.5
b) %= = 7.92
) s 75
50 — 48.4
t = — 2.489(> 1.96)

V7.92- (& + &)

* Testentscheidung: H,ist widerlegt (a* = 0.013), die Verkehrssituation wird unterschiedlich
bewertet.
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest

* [Irrtumswahscheinlichkeit: a = 0.05 2z =1.96 (diesesmal zweiseitig! Siehe Folie 11)

* Stichprobenergebnisse:
r1 = 50 To = 48.4
2= 84 s5= 175

49.15

8
I

* Testentscheidung: H,ist widerlegt (a* = 0.013), die Verkehrssituation wird unterschiedlich
bewertet.
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Wichtigste Hypothesentests in der (Teilchen-)physik

* Ist die Energiedeposition eines Teilchens mit vorgegebenem Impuls in Materie kompatibel
mit der Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?

iy 700 T T
g_ C \\ ITS standalone tracks
S 600
S F \*
= 500 ALICE
€ of s =7 TeY
W - '
E 300
= - ¥
§ 200 :— '\
8 100 e ™

: L I . i 1 g 1 1 -l 1 L -l 1 i &

10"

EPJC 75 (2015) 226 p (GeV/c)
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Wichtigste Hypothesentests in der (Teilchen-)physik

* Ist die Energiedeposition eines Teilchens mit vorgegebenem Impuls in Materie kompatibel
mit der Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?

* Weisen die Daten auf die Existenz eines neues Teilchens hin?

= 700 T\l LI | ]
g_ - \\ ITS standalone tracks 7
o 600 =
e oof 197161 (8 TeV) + 5.1 o (7 TeV)
3 cMS
= 400 400 - 7 TeV Untagged 2
(|£ - ¢ Data
= B — S+Bfit
= =h C 300~ e B component
e C # +1o
35 200F CRE 12
8 100F 200 -

C ! r

10 100

EPJC 75 (2015) 226 I

1 | | | 1 | | | | | 1 |

0
100 120 140 160 180,
EPJ C 74 (2014) 3076 M,y (Ge
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Wichtigste Hypothesentests in der (Teilchen-)physik

* Ist die Energiedeposition eines Teilchens mit vorgegebenem Impuls in Materie kompatibel
mit der Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?

* Weisen die Daten auf die Existenz eines neues Teilchens hin?

* Sind zwei oder mehrere Messungen der vermeintlich gleichen physikalischen Grole

miteinander kompatibel?

’é"" 700 F \| ™ .
= C \ ITS standalone tracks
o 600F =
g 500 : 19.7 fb" (8 TeV) + 5.1 fb™' (7 TeV)
= =
=3 400 s00[- CMS 7 TeV Untagged
i : ¢ Data
E 300F — S4B
= s 300~ B component
B B +1
35 200F Ny = tla
8 100 = 200
- ' | 1 N f -| . [
10 100
EPJC 75 (2015) 226 |
0 1
100 120 140 160
EPJ C 74 (2014) 3076 M,y
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CMS Preliminary

June 2019

tt+j shape, 8 TeV
TOP-13-006 (2016), 19.7 b
NLO

o(tT), 7+8 TeV

JHEP 08 (2016) 028, 5.0 + 19.7 [
NNLO+NNLL, NNPDF3.0

(i), 13 TeV

EPJC 79 (2019) 368, 35.9 fb™
NNLO+NNLL, NNPDF3.1
triple-differential o(tf), 13 TeV

arXiv:1904.05237 (2019), 35.9 fo'
NLO, HERAPDF2.0

triple-differential o(tf), 13 TeV
arXiv:1904.05237 (2018), 35.9 fo!
NLO, 3D fit (mF™*, e, PDF)

CMS Run 1 legacy

PRD 93 {2016) 072004
m, from standard measurements

—@— 17320+210 . GeV

®

L J

—@— 173.80 170 o0 Gev

—@—— 16990 *452 ,  GeV

170.83 *072 ) GeV

170.50 *0-80 _ . GeV

172.44 4049 o Gev

160
CMS Summary (May 2019)

180
mP*® [GeV]
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Zweihypothesen Poisson Test

* Ein wichtiger Test in der Teilchenphysik, den wir im Folgenden eingehender diskutieren
werden, ist der Zweihypothesen Test basierend auf der Poisson Zahlstatistik, z.B.:

* Weisen die Daten auf die Existenz eines neues Teilchens hin?

* In diesem Fall haben wir zwei Hypothesen, z.B.:

Hj : Etablierte Hypothese (nur Untergrund)
H; : Alternative Hypothese (zusétzliches Signal)

19.7 67 (8 TeV) + 5.1 fb ' (7 TeV)

>
(5 400 CMS 7 TeV Untagged 2
[~ ¢ Data
_‘@ — S+Bfit
cC 300 e B component
g') } ------ t1c
I R 3 S +20
200
100
0 | | I | | | | | | | | |
100 120 140 160 180
EPJ C 74 (2014) 3076 M,y (GeV
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Lemma von Neyman-Pearson (einfache Hypothesen)

Fiir den Test zweier einfacher Hypothesen Hy und H; ist fiir den Likelihood-Quotienten

L L(Z[Hy)
M) = 2 @m)

1 — /3 bei vorgegebenem o maximal, d.h. A\(Z) ist die Teststatistik mit der gréten Trennschérfe.
Der Likelihood-Quotient A(Z) ist dquivalent zur Differenz der Log-Likelihood:

o) = ~2in (G0 ) = ~2(1n (£ Ho) ~ In (£(310))

* Das Lemma von Neyman-Pearson gilt nur fur einfache Hypothesen, es lasst sich jedoch auf
zusammengesetzte Hypothesen verallgemeinern (siehe Folie 38).
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38/65 Zuriick zu Folie 57

Lemma von Neyman-Pearson (zusammengesetzte Hyp.)

Fiir eine Verallgemeinerung des Lemmas von Neyman-Pearson bilden Sie den Likelihood-Quo-
tienten aus

max (£(7, {0 }[H1))

NE{0:)) = ——
X (£(7,{0;}|Ho))

wobei @) € Q) bedeutet, dass die Parameter {0} mit Hy kompatibel sein miissen. Die Hypothese
Hy wird mit der Irrtumswahrscheinlichkeit

@ = POv> AalHo) = [ 9(\Hy) A
A\'_\C

verworfen.
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Beispiel CP-Eigenzustand des beobachteten Higgs Bosons

Goldener Zerfallskanal fur solche
Messungen: H — ZZ* — 4/

Anteil der

Paritatsoperator
Ortswellenfunktion

Anteil der Spins im
Endzustand

f decay plane Z5

decay plane Z;

B % m Charakterisierung der Zerfalls-
ebenendes H — Z7* — 4(

7
Zerfalls.

P

Wie Drehimpuls- & Spinkonfiguration
Ruckschlusse auf den CP-Eigenzu-
stand des Higgs Bosons zulassen:

0t o 4 A7)
H Zﬁ
i o ;
I = + ,"
oLy K/Z ¥ o7

0,0) = /311, Do L,-1) /41,0 21,0
+\/_|1 Yo |1, 1)

00 a5 £
H - e »
- . >
g = B
ad /Z z" NP
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Beispiel CP-Eigenzustand des beobachteten Higgs Bosons

* Goldener Zerfallskanal fuir solche

Messungen: H — ZZ* — 4/

CMS preliminary Ys=7TeV,L=51f" ys=8TeV,L=1961f"

CMS \s=7TeV,L=51fb";1s=8TeV,L=19.7fb"
g 9:I?I\|\III|D\\\I‘I\I\II\\IlII\I‘IVI\IIII\I\I\I‘IIIIi
- ° ata 1
S 8- 0* Dyg>05 4
[~ _F e JP=0 ]
L TE zzzy E
CIC.) r [ Z+X .
6 3
> C =
L1l r 3]
5t E
4c
3
1 b .
0:' b e -
0 010203040506070809 1
Dy

PRD 89 (2014) 092007
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2 0.06 Y -
o r ; R :
0.04|- A .
0.02- .
W20 100 -120>< In(fo m 3)0 Test reiner Spin-Paritats Hypothesen
° basierend auf O(50) Ereignissen:
CMS 1s=7TeV,L=51fb;1s=8TeV,L=19.7 b’
é° [ - CMSdata - - - Median expected : : : :
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Theorem von Wilks

Fiir Stichproben {z;}, i = 0,1,...n einer Zufallsvariablen = der Linge n — oo gilt: Wird die
Grundgesamtheit der Zufallsvariablen x durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(z, {6;}) beschrie-
ben, und legt die Hypothese Hy r = my —my der Parameter {6} fest, so folgt die Testfunktion

—

¢(7,0) = —2In (A(:ﬁ, é’))

einer xy2-Verteilung mit r Freiheitsgraden. Dabei entspricht m; der Anzahl der freien Parameter
der Hypothese H;.

Annals Math. Statist. 9 (1938) 1

* Beispiel: Zahlexperiment mit einem Signal (s) zuséatzlich zu bekanntem Untergrund (b)

L(|0s + b)
L(z|b)

¢(%,0) = —2In (

X X2(ZE/, 1) X*-Verteilung mit einem
Freiheitsgrad

* D.h. wenn Sie sich sicher sind, dass Ihre Stichprobe den Anforderungen von Wilks'
Theorem entspricht, kdnnen Sie p-Werte und Irrtumswahrscheinlichkeiten analytisch, d.h.
ohne die Auswertung von Pseudo-Experimenten bestimmen.
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Beispiel-1: Zahlexperiment mit Poisson-Statistik

* Hypothesentest: Kleines Signal s auf bekanntem Untergrund p > s.

b" b)"
Po(n,b) = —'e_b ; Pi(n,s+b) = Me_(‘%b) n=s+b: beob. Ergeignisse
n! n!
Anm.:Wir bestimmen s fur i,
\ Py(n,b) a posteriori aus s = n — b.
B Pl(na 5+ b)
q=—2ln b ne_b+s+b =—-2|nln b +s| =2 (S—Fb)ln(f‘l‘l)_s
s+0b s+ b b
N—_——
n=s-+5b
mit: s < b
o0 _1 v+1 1 2
1n(1—|—:1:):2( Z :13”:%—523—1—(’)((3/6)3) fir x =s/be (—1; 1]

X
=
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Beispiel-1: Zahlexperiment mit Poisson-Statistik

* Nach dem Theorem von Willks gilt:

(Siehe Folie 41) (Siehe VL-01 Folie 35)
(n — Mo)2
= x’(z,r=1)| =-——
0o
2
(n — po) o S

(Signifikanz der Beobachtung)

7[R
\

(Siehe Folie 42)

* NB: Man erkennt aus dieser Rechnung, dass die altbekannte Formel fiir die Berechnung
der Signifikanz bei einem einfachen Zahlexperiment

n—=ob
Vb

nur naherungsweise gilt. Worin besteht diese Naherung?

z =

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1318596_download&client_id=produktiv

43/65

Beispiel-1: Zahlexperiment mit Poisson-Statistik

* Nach dem Theorem von Willks gilt:

(Siehe Folie 41) (Siehe VL-01 Folie 35)
(n — Mo)2
qg=x’(z,r=1)| =-—5—
0o
2
(n — po) . S

(Signifikanz der Beobachtung)

e
\

(Siehe Folie 42)

* NB: Man erkennt aus dieser Rechnung, dass die altbekannte Formel fiir die Berechnung
der Signifikanz bei einem einfachen Zahlexperiment

n—=ob
Vb

nur naherungsweise gilt. Worin besteht diese Naherung? — In der Annahme ¢y = /b .

Y —
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrof3en

* Wir berechnen den Likelihood-Quotienten aus dem Mittelwert = einer Stichprobe normal-
verteilter {x; } der Lange n und dem Erwartungswert 1, auf der Grundgesamtheit:

* Likelihood:

Llhno) = (0= ) o <_% .- u>2>

* Likelihood-Quotient:

{23}, T o, ) = ‘CE(({{Q;;}},:L;O’,;)) — exp _% (Z (i — po)® — Z (g = f)2>

a({2:}, %, 10,0) = =21 (\) = 7 (o —7)°
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrof3en

Wir berechnen den Likelihood-Quotienten aus dem Mittelwert = einer Stichprobe normal-
verteilter {x; } der Lange n und dem Erwartungswert pq auf der Grundgesamtheit:

* Likelihood:

Llhno) = (0= ) o <_% .- u)2>

* Likelihood-Quotient:

M@}, T 1o, 0) = EE(({{J;;}},’IL;O’,;)) — exp _% (Z (x; — ,LLO)2 _ Z (g = f)2>

_ n _ Nebenrechnun
q({z:},7, o, 0) = 20 (A) = — (o — T)° ( 9)
Z (CBZ — ,uo)z — Z (ZCZ — f)2 = Z xixj — 2 ZQ?ZMO —|—’I”L,LL3 — Z xixj — 2 szf +nf2
=1 =1 1,7=1 =1 1,7=1 =1
N—— N—_——
= 2nTuo = 2n7>
= nug + 2nTpo — nT° = n(po — T)°
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrof3en

* Wir berechnen den Likelihood-Quotienten aus dem Mittelwert = einer Stichprobe normal-
verteilter {x; } der Lange n und dem Erwartungswert pq auf der Grundgesamtheit:

* Likelihood:

Llhno) = (0= ) o <_% .- u>2>

* Likelihood-Quotient:

{23}, T o, ) = ‘CE(({{Q;;}}:’L;O’,;)) — exp _% (Z (i — po)® — Z (g = f)2>

a({2:}, %, 10,0) = =21 (\) = 7 (o —7)°

* Die Stichprobenverteilung fur z ist bekannt: ¢(Z) = ¢(Z, po, o //n). Wir interessieren uns fur

die Stichprobenverteilung g(q) , die wir im folgenden durch Variablentransformation z — ¢(7)
ermitteln.
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrof3en

NB: Der Wertebereich von g(q) wird zweimal Giberdeckt, einmal fir Z > po und einmal fir
T < up. Es qgilt also:

dz| _ _ n n 2
@=2510@ 9@ =@ p0.0/VR) =[5y exp (505 (o~ 7))
. n 3B _ _ o2 I dx _ 1 /o2 —1
q(T) = ;(Mo—x) ; T(q) = Ho el dq| =2V % q
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrof3en

NB: Der Wertebereich von g(q) wird zweimal Giberdeckt, einmal fir Z > po und einmal fir
T < up. Es qgilt also:

dz| _ _ n n 2
@=2510@ 9@ =@ p0.0/VR) =[5y exp (505 (o~ 7))
. n 3B _ _ o2 I dx _ 1 /o2 —1
q(T) = 2 (o —)" T(q) = Ho el i A,

— 9= \/ gt - n )2)
= exp (—=—— (T —
27‘(‘0‘2 20 Ho

1 q
3= 2 ex ( )
T=po— %q% \/27Tq P 2

1
L)

st o (3)
ex
27Tq p 9

Zu vergleichen mit:  x*(z,r = 1) = g P lem

n=1
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrof3en

NB: Der Wertebereich von g(q) wird zweimal Giberdeckt, einmal fir Z > po und einmal fir
T < up. Es qgilt also:

dz| _ _ n n 2
@=2510@ 9@ =@ p0.0/VR) =[5y exp (505 (o~ 7))
. n 3B _ _ o2 I dx _ 1 /o2 —1
4(T) = —5 (ko —=2)" 5 T(@=po—y——a® ; =2V e

_l n 2
_2 \/ 2 \/27T026X _2— x—,uo)>

1 q
3= 2 ex ( )
T=po— %q% \/27Tq P 2

1
. . 2 . o r/2—1_—=/2
. 9 - 1 -
Zu vergleichen mit:  x“(z,r = 1) RONTD e -
* In diesem Beispiel folgt g(¢) der x*Verteilung fur 11 L exp ( Q)
r = 1 Freiheitsgrad fur beliebige Werte von n. V2 2
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6 Hypothesentests in der modernen Physik

6.4 Goodness-of-fit Tests

Eine spezielle Klasse von Hypothesentests sind
Goodness-of-fit (GoF) Tests. Sie dienen dazu, 1/12 Gadi Fastrer
zu Uberprifen, ob ein statistisches Modell die
Daten einer Messung hinreichend beschreiben
kann.
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Goodness-of-fit (GoF) Test

* Mit Hilfe des Goodness-of-fit (GoF) Tests uberprifen Sie, ob und in wieweit Ihr Modell die
Daten Ihrer Messung beschreiben kann.

Der Goodness-of-fit Test (GoF') basiert auf der Schiitzfunktion tgop(Z). Die Einschitzung des
Tests erfolgt auf Grundlage des p-Wertes (p-value) der Stichprobenverteilung g(tqor())

[

p= / 9(taor) dtgor it 0 < tgor () < 00

bs
tGoF
mit der Interpretation:
taor klein: Das Modell kann die Daten gut beschrieben

taor grof: Das Modell kann die Daten nicht gut beschrieben

Der p-Wert bezeichnet die Wahrscheinlichkeit einen Wert von tq.p > f?li:l;\ zu erhalten, wenn
das Modell wahr ist.
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Vorgehensweise beim GoF Test

* Die Berechnung des p-Wertes impliziert folgendes Vorgehen:
* (Einmalige) Evaluation von t2Ps. auf Daten.

* Bestimmung von g(tcor(Z)) entweder analytisch oder durch vielfache Auswertung von
tcor IM Rahmen eines Ensemble Tests.

* Bestimmung von p.

* NB: Diese Vorgehensweise ist die beste und sicherste, um ein Modell gegen eine Messung
zu testen.

* In seltenen Féllen ist g(tqor (%)) analytisch bekannt, so z.B. beim x%Test nach Pearson, oder
in Fallen in denen das Theorem von Wilks anwendbar ist. In diesen Fallen kann die Einschat-
zung auch direkt auf Grundlage von 2> erfolgen.
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Pearson (x°)-Test

Die Pearson Teststatistik

(f(z:) — )
b= 2" ra

n

entspricht dem y2-Wert fiir Poisson-verteilte Zufallsgréfen mit o2 = f(z;).

 Die f(z;) entsprechen den Modellvorhersagen, die y; den Messungen/Beobachtungen.

. : tyo2 . . . :
* .2 folgt einer x*Verteilung, d.h. X~ < 1 impliziert, dass das Modell die Daten beschreiben
kann (siehe VL-04 Folie 18).

* NB: Dies ist nicht gleichbedeutend damit, dass das Modell der Wahrheit entspricht.

* Der Pearson Test kann einfach und schnell bei vielen Gelegenheiten angewandt werden.
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Beispiel-1: Test auf Unabhangigkeit

* Hypothese: Bei einer Umfrage zur Rentenreform soll in Abhéangigkeit vom Alter die Zustim-
mung (-1 ablehnend, 0 neutral +1 zustimmend) erfasst werden. Man vermutet, dass das
Alter einen Einfluss auf die Zustimmung hat.

* Hy: ,Die Haufigkeiten in der folgenden Kontingenztabelle der Grundgesamtheiten
unterscheiden sich nicht von der Erwartung flr statistische Unabhangigkeit “

(Ho : pij = p§; ).

* Testfunktion:

12.6
* Irrtumswahrscheinlichkeit: o =0.05 mit: / x*(z,n = 6)dz = 0.05

— 00
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Beispiel-1: Test auf Unabhangigkeit

* Stichprobenergebnis (Befragung von 250 Personen):
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- 20 21-40 41-65 66 und alter
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2 | (hij —h))°
(hij = h;) ( e )
0
+1
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Beispiel-1: Test auf Unabhangigkeit

* Stichprobenergebnis (Befragung von 250 Personen):

Einstellung Alter
- 20 21-40 41-65 66 und alter
-1 5 30 60 30
0 6 24 30 15
+1 9 26 10 5 > x* =28
| Einstellung Alter
hi ) | 20 21-40 41-65 |66 und ilter
. re)? (hij — h5,)°
“L_Zj_h ) o 5 10 | 30 40 | 60 50 | 30 25

|25 25 | 100 25 | 100 2 25 1

6 6 24 24 30 30 15 15
0 O 0 0 0 0 0 0

41 9 4 26 16 10 20 5 10
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 25 6, 25 100 6,25 100 5 25 2, 5
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Beispiel: Test auf Unabhangigkeit

* Testentscheidung: H, ist widerlegt (a* = 0).

* Es besteht also eine Korrelation zwischen Alter und Zustimmung zur Rentenreform.

Welcher Art diese Korrelation ist und wie sie interpretierbar ist, sollte Bestandteil weiterer
Untersuchungen sein.
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 :

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit
g 50; ¥2/Ndof = 45.40 / 8 = 5.68 —~ Data VL-04 Folie 18)
45 - p-value = 0.000 ---Truth
40; — Fit model
35
200 I
10F- i I
DEI\|||||\\|||||‘IIII|III|‘II\I|\\II|II\I|III\‘I:
25 2 15 44 05 0 05 1 15 2
X

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 :

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit
VL-04 Folie 18)

f(x)

Polynom 1. Ordnung

= 50¢
& | x®/Ndof=4148/7=593 ~ Daa
451 p-value = 0.000 -~ Truth
402_ — Fit model
35
30 J e
250 g
20F e
15
10f i
5E i
:II\IlI\II‘II\\llllI‘Illll\\II‘II\I'IIII'II\I'\I

25 2 15 1 05 0 05 1 15 2
X

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 :

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit
VL-04 Folie 18)

f(x)

Polynom 1. Ordnung

f(x)

Polynom 2. Ordnung

< 50
= 2/Ndof = 3.08 / 6 = 0.51 —~ Data

45— p-value = 0.799 ---Truth

40 — Fit model

35
30
25
20
15

10

5

\ﬁlli\||\||||||||\|||||||\|||‘||||‘||\||||\|||\

0 v b b b b b b By by
=25 2 45 14 05 0 05 1 15 2

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 :

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit
VL-04 Folie 18)

f(x)

Polynom 1. Ordnung

f(x)

Polynom 2. Ordnung

f(x)

Polynom 3. Ordnung

5 50
= 2/Ndof = 3.02 /5 = 0.60 —-»- Data
45 p-value = 0.697 ---Truth
40 — Fit model

35
30
25
20

15

10

5

|w-1_|'1|||||\||\||||\|||\||||\||\||||\|||‘|||\|||H

ﬂ b b b b b B B By v 1
25 -2 445 1 05 0 05 1 15 2

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 :

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit
VL-04 Folie 18)

f(x)

Polynom 1. Ordnung

f(x)

Polynom 2. Ordnung

z Polynom 3. Ordnung
= o 0ynom 4. Ordnung * Halten Sie bei Anpassungen die An-
£ F 4¥Ndof=028/4=007 [+ Daa zahl nicht a priori motivierter Parame-
45E- p-value = 0.991 --- Truth ; i ~Ali
b — Fitmodel ter so gering wie maoglich.

352
- « Werte von Xx? < 1 kénnen nicht nur

auf Uberschatzte Unsicherheiten son-
dern auch auf ,overfitting“ hindeuten.

30F
25f

20}

155

* Beachten Sie: Bei guter Abdeckung
5t g Ihrer Unsicherheiten bertihren ~32%
Ly T der Datenpunkte die angepasste

x Kurve i.a. nicht mir ihren Fehlerbalken
(siehe Folie 11).

10F

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Likelihood-Quotient

* Der sogenannte saturierte Modelltest erweitert den x*Test nach Pearson zu einem allge-
meinen Likelihood basierten Test.

* Die Teststatistik ist der Likelihood-Quotient:

L ( data\test)
tsaT = —21n
L ( datal SAT)
/ /
Zu testendes
Modell )
8 250 — signal
[}]
Modell mit ebenso vielen 2 U Background
Parametern wie Messungen 200~

(sog. ,saturiertes Modell®) -
150—
Im rechten Bsp. hétte das -
saturierte Modell 25 Para-
meter und wirde so durch
jeden Messpunkt gehen.

100—

el I ] | Ll 1l | 1 1 I | | I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf mass [GeV]
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Likelihood-Quotient

* Der sogenannte saturierte Modelltest erweitert den x*Test nach Pearson zu einem allge-

meinen Likelihood basierten Test.

* Die Teststatistik ist der Likelihood-Quotient:

tsaT = —21n

L ( data‘test)

L ( data|SAT)

Evaluation der Likelihood unter Annahme
normalverteilter Einzelereignisse:

3

‘C(data|test) - ] \/21?%

— (y; — 1i)%/ 20,

€

* D.h. fir Histogramme ohne weitere systematischen Unsicherheiten, flr die die Unsicherhei-
ten der Messpunkte normalverteilt sind erhalt man tgar — ¢,2 zurtck.
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Tests auf der CDF

* Die Teststatistik ?,2 ist nur sensitiv auf die Abstande der Erwartung von den Messpunkten,
nicht auf deren ,Richtung®. (Warum ist dies so?)

* Es kann somit vorkommen, dass Sie bin-korrelierte Trends nicht mit einem auf ¢,» oder tsar
basierten Test erfassen.

* Dies kdnnen Sie mit Tests erreichen, die auf die kummulative (CDF) und die empirische
(EDF) Verteilungsfunktion sensitiv sind. Wir diskutieren als Beispiel eines solchen Tests
den Kolmogorov-Smirnov-Test (KS).
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Vergleich zweier Verteilungsfunktionen

Sind diese Daten mit
53 0.5 dem Modell statistisch
— Data kompatibel?

0.45

— - Model (u=4.88)

0.4

0.35

Was sagt ihr Auge?

!
/

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

aﬂ
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Vergleich zweier Verteilungsfunktionen

Sind diese Daten mit
< 0'5: dem Modell statistisch
- - | — Data kompatibel?

0.45
C| — - Model (u=4.88)
0.41-2/Ndof = 1.06 \
0.35 :_p-value =0.38 / \
-| Der x*-Test sagt — ja!
0.3
- /
0.251 /
0.2
0.15)
0.1
0.05
0:|||||| II|IIII|IIII|IIII|IIII|II
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
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Stat. Kompabilitat und Trends os
°'45§ —_ 311. (u=4.88)
* FuUr dieses Bsp. wurden die Daten basierend auf 0.4 x2/Ndof = 1.06
einer Normalverteilung mit ¢ = 5 1000-mal zuféllig 05 Pave=038 J \
gesampled. Der Vergleich erfolgt mit einem Modell 0.3 /
mit p = 4.88. 025" /
0.2:—
* Wie Sie sehen, ist das Modell mit = 4.88 nach x* 015F /
mit den Daten kompatibel. Es liegt jedoch, wenn Sie 01
genau hinsehen, auf der linken Flanke systematisch 0051 )
unter- und auf der rechten Flanke oberhalb der I R e e N
Daten. -
* Diesen Trend erfassen Sie durch den Vergleich der E —
CDF des Modells mit der EDF der Daten. O9F| —  Model (1-4.88)
0.8[{ — Largest difference
0.75— Oy 10s=0-0867
0.6;—
0.55—
04f-
0.3
01F
e
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Kolmogorov-Smirnov-Test

dgs = || Fn — Foll

ist die Teststatistik des Kolmogorov-Smirnov-Tests.

Der griofte vertikale Abstand zweier kummulativer Verteilungsfunktionen Fyy und F,

* Diesen Trend erfassen Sie durch den Vergleich der
CDF des Modells mit der EDF der Daten.

* Den p-Wert flr vorgegebene Werte von dkg kdnnen
Sie aus Tabellen auslesen.
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0.9

r[— Data
E| — — Model (1=4.88)

— Largest difference

0.8H

0.4F
030
02

0.1

07E
0.6

0.5

d =0.0867

KS,obs
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Kolmogorov-Smirnov-Test

Der griofte vertikale Abstand zweier kummulativer Verteilungsfunktionen Fyy und F,

dgs = || Fn — Foll

ist die Teststatistik des Kolmogorov-Smirnov-Tests.

* Diesen Trend erfassen S s
c r| — Data
CDF des Modells mitde| 2 %] — — Model (u-4.88)
0.1 | d sampled from truth 0.8[] — Largest difference
T -
.. L : 0.7 d,.=0.0667
* Den p-Wert fur vorgegetl oosl. ool PYalue=00002
Sie aus Tabellen ausles i o
L 0.5
Die sicherste Art einen p-Wert fur I 04
einen beobachteten Wert dig s L 0.3
zu ermitteln, besteht aber auch 0.04 02k
hier wieder in einem Ensemble I :
Test. 0.02 0.1
r l 03.‘..|.‘. A R TN RN PR ST P
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lo b Py b g AR X
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 0.01 0.02 003 004 005 0.06 0.07
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Kompatibilitat: Higgs@CMS

Second close-by resonance in H — ~~ ?

19.7 b (8 TeV) + 5.1 fb" (7 TeV)

19.7 b (8 TeV) + 5.1 fb" (7 TeV)

SCM*SH‘)W scMgHeyY
S e 5y E 9
D 45F X O 45 X
o *F o *F T
= EpayS N
3 — H H H H © |9 3s5F < 3s5f
e = 124720.5GeV] Gezeigt sind hier die S i
8 3_5_HCM2 S/(S+B) weighted sum . 2 E E
= - ata 25 25F
E s EE- Run-1 Ergebnisse von 3| i
S 5 <-uc2 B component N E £
© § T~ CMS' E 1&:"5_ + Bestiit 1&::; Expected SM H
Sk s 0 o —
® R CMS Hor, 4.9 b at 7 TeV, 19.7 fb ' at 8 TeV 2| % : ‘ : | S ‘ . ‘ ‘
> = io=11a002 T —T— — . R ; :
I B st L g = y —.—' Observed uj % 02 04 05 08 % 0z o4 o8 oe T
& % . , ] ) . i g , : = :_—_:_—_ Parabolic fit
[ T | I T T T T V - -
N M\ oot | g o S Expced Coupling across production
(.) i + + 1}.[1 i + S WO, eorvereees | SR, ARG .
S H 9 . m r decay channels:
& o { Tt T 1 ] E My = 122 + 7 GeV OdeS 0 y
110 11‘5 1£o 12‘5 1:’10 155 11‘30 155 150 Ly 5] 5 = =
m,, (GeV) z 19.7 o (8 TeV) + 5.1 6" (7 TeV) 19.7 b (8 TeV) + 5.1 f" (7 TeV)
Combiqeo% » CMS m, =125 GeV Corgtiir:%%wu CMS m, =125 GeV
A 1n=1.00%0. _ 00£0. _
oS mH - 125.6 :I: 0-6 GeV pSM70‘24 Pgy = 0-96
> 35 B H — yy tagged
B3t ézmzmmev ] Untagged p=112%0.24
© 30f- Sz 2z 3 2 L=0.87+0.16
'c\) ‘325’ B Z+x H— ZZ tagged 3
a :%205 VBF tagged w=1.00%0.29 ‘(1
= g 10| p=115+027 )
s e g
S g 100 120 140 1=083+0. S
8 10f m [GeV] VH tagged :;
Q E H W=083+035 H - 1t tagged B
o 5 1=091+0.28
%o ~
S e ttH tagged . H - bb tagged %
=2.75+0.99 =
X g (GeV) m ‘ o po.8410.44lll‘”‘ L
0 2 3 4 0 0.5 1 15 2
- cms |4-9 b7(7 TeV) i 19.4 17 (8 TeV) 10CMs 49107 (7 TeV) + 19.41b™ (8 TeV Best fit o/0,, Best fit 6/cy,,
c n e LEANEYALL LA SR
f i —e- data - backgrounds i : :
o L — HWwW i L J H
I L —— N gl ey 0/1-jet,  x BR = (o x BR) ] * Event categories 297
3 50 — N ]
3 | = 125GV Ly = 128.6+55 GeV| ] - :
ko o LVH 5.3 , * Nuisance parameters: O(2500)
© {2 I 1 r / 1 o
o @ L ] 3
SIS L , i i N . .
SE A 25 s | * 16 MB binary file of stat. model
) C 4 ©
Sg | %, : | S (~145 MB in human readable form).
) G L 4 LQ
(@) 7 o _ o
Q . L i
W 1o ~ _ J—
I 7 ] Q =oc/ogy = 1.00£0.14
° - %.‘l.‘..\,..‘ 9‘7‘ “\J/“ . u lu /
_ 50 100 150 200 250 10 120 130 140 - =
Priv. Doz m, [GeV] y% value 84%
http://el, mg [GeV]
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Zusammenfassung

Grundlagen und Begriffe des Hypothesentests.

Fehler 1. und 2. Art.

Klassische Beispiele und Anwendungen.

Goodness of fit (GoF) Test.
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