
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
mailto:roger.wolf@cern.ch
mailto:ralf.ulrich@kit.edu


Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

01     Einführung und Grundlagen

Wahrscheinlichkeit, Statistik, Werkzeuge der statistischen Datenanalyse, … 

02     Monte Carlo Methode als numerisches Hilfsmittel

Numerische Integration, Simulation komplexer Zusammenhänge, … 

03     Parameterschätzung mit Hilfe der Maximum Likelihood Methode

Likelihood vs. Wahrscheinlichkeit, Maximum Likelihood als Optimierungproblem, … 

04     Parameterschätzung mit Hilfe der    -Methode 
Ableitung aus Maximum Likelihood Methode, Optimierungsverfahren im allg., … 

06     Kollaboratives Arbeiten und moderne Softwarewerkzeuge

07     High-Performance Computing: optimales Zusammenspiel von       
         Hard- und Software

R
og

er
 W

ol
f

R
al

f U
lri

ch
Inhalt

I/II

05     Hypothesentests in der modernen Physik 
Begriffe des Hypothesentests, Beispiele, Anwendungen in der Physik, … 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

Literaturempfehlungen

● Einführende Literatur zu Statistik und Numerik:

● G. Cowan, Statistical data analysis, Oxford (1997) (KIT-Bibliothek).

● G. Bohm, G. Zech, Einführung in Statistik und Messwertanalyse für Physiker, DESY 
(2006) (eBook deutsch, eBook english).

● V. Blobel, E. Lormann, Statistische und numerische Methoden der Datenanalyse, DESY 
(2012) (Webseite).

● R. J. Barlow, Statistics: A Guide to the use of statistical methods in the physical 
sciences, Wiley (1989) (KIT-Bibliothek).

● W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, Numerical recipes, 
Cambridge Univ. Press (2007) (Webseite).

● Skriptensammlung von Prof. G. Quast (Link):
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http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://services.bibliothek.kit.edu/primo/start.php?recordid=KITSRC455289476
http://www-library.desy.de/preparch/books/vstatmp.pdf
http://www-library.desy.de/preparch/books/vstatmp_engl.pdf
http://www.desy.de/~blobel/ebuch.html
https://services.bibliothek.kit.edu/primo/start.php?recordid=KITSRC01919286X
http://numerical.recipes/
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~quast/Skripte
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Hypothesentests

● Hypothesentests dienen dazu, eine Hypothese mit gegebener Stichprobenverteilung einer 
Teststatistik        auf ihre Vereinbarkeit mit dem Ergebnis einer Stichprobe (=Messung) hin 
zu überprüfen. 

2/65

● Die zu testende Hypothese wird im Allgemeinen als Nullhypothese (     ) bezeichnet. Un-
wahrscheinliche Ausgänge der Stichprobe werden zur Widerlegung der Nullhypothese 
herangezogen, sofern sie „signifikant“ sind. 

● „Signifikant“ bedeutet, dass die Abweichung der Stichprobe von der Erwartung der Hypo-
these im Rahmen des Fürwahrhaltens des Testenden nicht mehr durch den Zufallsfehler 
(d.h. die Varianz von        ) erklärt werden kann.

● NB: Alternativ kann die Nullhypothese gegen eine oder mehrere alternative Hypothesen      
getestet werden. 

● Was eine statistische Hypothese haben wir bereits in VL-03 Folie 12 geklärt.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339168_download&client_id=produktiv
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Beispiele

● Hypothesentests sind das Hauptanwendungsgebiet der Statistik. Die Anwendungen sind sehr 
vielfältig und müssen ggf. von Fall zu Fall sorgfältig mathematisch formuliert werden. 

● Beispiele: 

● Können zwei Stichproben bezüglich des betrachteten Parameters aus der selben 
Grundgesamtheit stammen (z.B.                     )?
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Anforderung an die Hypothese

● Die zu testende Hypothese muss so formuliert sein, dass sie überprüfbar (d.h. „falsifizier-
bar“) ist.

4/65

● Die Annahme der Gültigkeit der Hypothese muss die Bestimmung einer Stichprobenvertei-
lung erlauben. Die Stichprobenverteilung wird in diesem Fall auch als Testverteilung be-
zeichnet. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Testverteilung

● Um eine Testverteilung                   angeben zu können, muss bei Parametertests der zu 
untersuchende Parameter    zunächst auf einen Wert            festgelegt werden. 

5/65
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● Die Testverteilung wird unter Annahme von       entweder analytisch oder mit Hilfe eines 
Ensemble Tests ermittelt.
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● Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von       ) auf einer Stichprobe, 
entweder als:

Bereichshypothese:

Untere Schranke Obere Schranke

für   . für   .

Zurück zu Folie 7

● Die Testverteilung wird unter Annahme von       entweder analytisch oder mit Hilfe eines 
Ensemble Tests ermittelt.

Zurück zu Folie 29
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● Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von       ) auf einer Stichprobe, 
oder als:

Punkthypothese:

Konfidenzintervall

● Die Testverteilung wird unter Annahme von       entweder analytisch oder mit Hilfe eines 
Ensemble Tests ermittelt.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://de.wikipedia.org/wiki/Konfidenzintervall
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1330405_download&client_id=produktiv


Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

Testverteilung

● Um eine Testverteilung                   angeben zu können, muss bei Parametertests der zu 
untersuchende Parameter    zunächst auf einen Wert            festgelegt werden. 

6/65

● Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von       ) auf einer Stichprobe, 
oder als:

Punkthypothese:
Testverteilung, die bei 
vorgegebenem     ab-
geleitet werden kann

Konfidenzintervall

● Die Testverteilung wird unter Annahme von       entweder analytisch oder mit Hilfe eines 
Ensemble Tests ermittelt.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://de.wikipedia.org/wiki/Konfidenzintervall
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● Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von       ) auf einer Stichprobe, 
oder als:

Punkthypothese:

Der dunkelgraue Bereich kann bei 
Durchführung des Tests (mit vorge-
gebener Irrtumswahrscheinlichkeit) 
ausgeschlossen werden. 

Konfidenzintervall

● Die Testverteilung wird unter Annahme von       entweder analytisch oder mit Hilfe eines 
Ensemble Tests ermittelt.
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● Der konkrete Test erfolgt dann als (als einmalige Auswertung von       ) auf einer Stichprobe, 
oder als:

Punkthypothese:

Das könnte das einmalige Ergebnis 
des Hypothesentests sein.Konfidenzintervall

Zurück zu Folie 24

● Die Testverteilung wird unter Annahme von       entweder analytisch oder mit Hilfe eines 
Ensemble Tests ermittelt.
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● In der frequentistischen Wahrscheinlichkeitsinterpretation entspricht ein solcher Scan von     
 der Neymankonstruktion.

Irrtumswahrscheinlichkeit und Konfidenz

● Die Irrtumswahrscheinlichkeit wird vor der Anwendung des Tests festgelegt und definiert ab 
welchem Wert von         der Test verworfen wird. Hier am Beispiel einer oberen Schranke:

7/65

Vorgegebene Irr-
tumswahrschein-
lichkeit    .

● Für alle Werte            ist die 
Irrtumswahrscheinlichkeit kleiner 
als für den vorgegebenen Wert     . 
D.h. mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit        ist           .

●           bezeichnet man als Konfi-
denz.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://en.wikipedia.org/wiki/Neyman_construction
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Klassischer vs. purer Signifikanztest

● Beim klassischen Signifikanztest wird das Signifikanzniveau (d.h. der Parameterbereich ab 
dem      verworfen wird) a priori festgelegt. Nach dem Test fällt die Entscheidung.  

8/65

● Es gibt jedoch auch Fälle, bei denen der Signifikanzwert (zusätzlich) angegeben wird und 
die Interpretation so dem Statistikanwender überlassen bleibt:

Klassischer 
Signifikanz-
test

Purer 
Signifikanz-
test

Einmalige Auswertung 
auf Stichprobe

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

● Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:

9/65

● Fomulierung der     -Hypothese mit           .
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● Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:
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● Fomulierung der     -Hypothese mit           .

● Wahl einer geeigneten Teststatistik   und 
Bestimmung der Testverteilung                  .

Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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● Fomulierung der     -Hypothese mit           .

● Wahl einer geeigneten Teststatistik   und 
Bestimmung der Testverteilung                  .

● Wahl der Irrtumswahscheinlichkeit     und des 
Ablehnungsbereichs (hier am Bsp. der oberen 
Schranke).

Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

● Der klassische Signifikanztest besteht aus den folgenden grundlegenden Schritten:

9/65

● Fomulierung der     -Hypothese mit           .

● Wahl einer geeigneten Teststatistik   und 
Bestimmung der Testverteilung                  .

● Stichprobenziehung (=Messung) und Berech-
nung des realisierten Wertes der Teststatistik  
       .

● Wahl der Irrtumswahscheinlichkeit     und des 
Ablehnungsbereichs (hier am Bsp. der oberen 
Schranke).

Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest
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● Fomulierung der     -Hypothese mit           .

● Wahl einer geeigneten Teststatistik   und 
Bestimmung der Testverteilung                  .

● Stichprobenziehung (=Messung) und Berech-
nung des realisierten Wertes der Teststatistik  
       .

● Testentscheidung und ggf. Ablehnung von      .

● Wahl der Irrtumswahscheinlichkeit     und des 
Ablehnungsbereichs (hier am Bsp. der oberen 
Schranke).

Zusammenfassung: Klassischer Signifikanztest
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● Hypothese: Männer in den Niederlanden sind größer als der „Durchschnitts“-Europäer. 
Das arithmetische Mittel der Körpergrößen in Europa liegt bei                      mit einer 
Standardabweichung von                      .     

Beispiel aus der klassischen Statistik
10/65
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Beispiel aus der klassischen Statistik
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●                                                          (d.h. „Niederländer sind gleichgroß oder kleiner als 
Durchschnitts-Europäer“)
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●                                                          (d.h. „Niederländer sind gleichgroß oder kleiner als 
Durchschnitts-Europäer“)

● Teststatistik:
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●                                                          (d.h. „Niederländer sind gleichgroß oder kleiner als 
Durchschnitts-Europäer“)

● Teststatistik:

● Irrtumswahrscheinlichkeit:                          
                                  1

1 bei Standardnormalverteilung entspricht                   dem Signifikanz-
   niveau für                .

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel aus der klassischen Statistik
12/65

● Es wurden drei unabhängige Tests mit wachsendem Umfang durchgeführt:

● Auswertung und Entscheidung:

kann nicht ausge-
schlossen werden

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel aus der klassischen Statistik
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● Auswertung und Entscheidung:

kann nicht ausge-
schlossen werden

● Es wurden drei unabhängige Tests mit wachsendem Umfang durchgeführt:
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Beispiel aus der klassischen Statistik
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● Auswertung und Entscheidung:

kann nicht ausge-
schlossen werden

kann nicht ausge-
schlossen werden

● Es wurden drei unabhängige Tests mit wachsendem Umfang durchgeführt:
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Beispiel aus der klassischen Statistik
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● Auswertung und Entscheidung:

kann nicht ausge-
schlossen werden

kann nicht ausge-
schlossen werden

kann ausge-
schlossen werden

● Es wurden drei unabhängige Tests mit wachsendem Umfang durchgeführt:
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Beispiel aus der klassischen Statistik
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● Auswertung und Entscheidung:

kann nicht ausge-
schlossen werden

kann nicht ausge-
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Anmerkungen zu Hypothesentests
17/65

● Das Beispiel veranschaulicht die wichtigsten Punkte, die bei der Verwendung von 
Hypothesentests zu beachten sind:

● Beim einfachen Hypothesentest ist die Hypothese als „Gegenhypothese“ zu formulieren 
(im Bsp.:                                                      ). Für die Hypothese selbst ist keine Testfunk-
tion angebbar.

● Nicht-Widerlegung ist (statistisch) schwächer, als Widerlegung (im Bsp. folgt auf zwei-
malige Nicht-Widerlegung eine Widerlegung).

● Die Widerlegung von      hängt von der Vorgabe von     ab. („Wer das Risiko auf sich 
nimmt, mit größerer Wahrscheinlichkeit       irrtümlich zu verwerfen verwirft schneller“.)

● Dabei ist zu beachten, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit nur die Wahrscheinlichkeit ab-
bildet       irrtümlich zu verwerfen. Über die irrtümliche Annahme von       wird zunächst 
keine Aussage getroffen.

● Ein Hypothesentest erfordert also eine klare Fragestellung und ein klares Bewußtsein der 
(meist semantischen) Schwächen und Fehlerquellen. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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06.2 – Fehler 1. und 2. Art

06.1. – Hypothesentests in der modernen Physik
18/65

Für die folgende Diksussion legen wir die 
Befüllung von Bierflaschen zugrunde. Die 
Flaschen sollen mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit von                nicht mit mehr als 500 ml 
Bier befüllt sein (obere Schranke mit 95% 
Konfidenz). Die Befüllung einer Flasche er-
folgt mit einer Varianz von                      . Re-
gelmäßige Stichproben der Länge     sollen 
die Qualität der Befüllung sicherstellen.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Wir formulieren das Beispiel als „Zwei Hypothesen 
Test“:

Fehler 1. & 2. Art
19/65

● Für die Beurteilung eines Hypothe-
sentests ist mehr als eine Irrtums-
wahrscheinlichkeit von Relevanz:

Der a priori festgelegte 
kritische Wert entscheidet 
über die Annahme von       
oder     . 

Füllmenge unter 
Maximalwert (     )

Füllmenge über 
Maximalwert (     )

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Operationscharakteristik & Trennschärfe
20/65

● Bei vorgegebenem    sind    und    festgelegt.

●                   (je kleiner    desto größer   ).

●                             (je größer die Differenz              desto kleiner    ).

●                  (je größer   , desto kleiner    ).

● Die Abhängigkeit                           bezeichnet man als Operationscharakteristik.

● Die Funktion                                 bezeichnet man als Ergänzung zu 1 oder Gütefunktion. 
Der Funktionswert bei vorgegebenem      heißt Trennschärfe.

● Für den häufigen Fall zweier Hypothesen      und      mit den Parametern      und      gilt für 
ceteris paribus (c.p.) d.h. wenn die jeweils anderen Variablen konstant gehalten werden:

● Ist z.B.    vorgegeben, dann wird man aus allen möglichen Testverfahren dasjenige mit dem 
kleinsten     (d.h. der größten Trennschärfe) auswählen.   

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Operationscharakteristik – am Beispiel – 
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● In unserem Beispiel testen wir die Füllhöhe durch, ziehen einer Stichprobe der Länge           
 und anschließende Mittelwertbildung:

● Die Füllhöhe wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von                beanstandet falls

● Wir können davon ausgehen, dass die gewählte Teststatistik     normalverteilt ist. Für die 
Wurzel der Varianz von    gilt: 

(siehe Folie 11)
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● In unserem Beispiel testen wir die Füllhöhe durch, ziehen einer Stichprobe der Länge           
 und anschließende Mittelwertbildung:

● Die Füllhöhe wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von                beanstandet falls

● Falls die Flaschen wirklich mit                     befüllt sind, wird der Füllstand mit einer Wahr-
scheinlichkeit von                irrtümlich beanstandet. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für 
Nicht-Beanstandung, falls die Füllhöhe tatsächlich höher oder niedriger ist?

(siehe Folie 11)

● Wir können davon ausgehen, dass die gewählte Teststatistik     normalverteilt ist. Für die 
Wurzel der Varianz von    gilt: 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Operationscharakteristik – am Beispiel – 
22/65

Operationscharakteristik: Gütefunktion:

● Unter Variation der Hypothese      erhält man die Operationscharakteristik aus:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Operationscharakteristik – am Beispiel – 
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Operationscharakteristik: Gütefunktion:

Anm.: Dabei ist der Fall 500 ml in 
beiden Verteilungen genau genom-
men nicht wohl definifert, weil hier 
kein Fehler in der Befüllung vorliegt. 

● Unter Variation der Hypothese      erhält man die Operationscharakteristik aus:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Operationscharakteristik – am Beispiel – 
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Operationscharakteristik: Gütefunktion:
Sie sehen hier zwei Tests unterschiedlicher 
Stichprobenlänge für                . Welchen 
Test würden Sie wählen?

● Unter Variation der Hypothese      erhält man die Operationscharakteristik aus:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Operationscharakteristik – am Beispiel – 
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Operationscharakteristik: Gütefunktion:

Anm.: Hier sehen Sie das Beispiel 
eines zweiseitigen Hypothesentests 
(vgl. Folie 6). 

● Unter Variation der Hypothese      erhält man die Operationscharakteristik aus:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Effizienz und Reinheit

● Bei Klassifikationsproblemen werden Ereignisse oftmals entweder einem Typ-0 oder einem 
Typ-1 zugeordnet.

25/65

● In diesem einfachen Fall besteht die folgende Relation zwischen dem Fehler 1. und 2. Art 
und den häufig verwendeten Begriffen Effizienz und Reinheit:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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06.3 – Klassische Beispiele und Anwendungen

06.1. – Hypothesentests in der modernen Physik
27/65

Im Folgenden werden wir einige Beispiele für 
Hypothesentests explizit vorrechnen, anhand 
derer Sie ein Gefühl für die Vielfalt solcher Tests 
entwickeln können.
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Beispiel-1: Zweistichprobentest
28/65

● Hypothese: Hochschulabsolventinnen erhalten bei gleicher Varianz niedrigere Anfangsge-
hälter (    ) als Hochschulabsolventen (    ). Die Überprüfung erfolgt durch zwei Zufallsstich-
proben jeweils vom Umfang                     . 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-1: Zweistichprobentest
29/65

● Hypothese: Hochschulabsolventinnen erhalten bei gleicher Varianz niedrigere Anfangsge-
hälter (    ) als Hochschulabsolventen (    ). Die Überprüfung erfolgt durch zwei Zufallsstich-
proben jeweils vom Umfang                     . 

●      : „Die Gehälter der Absolventinnen sind gleich oder höher“ (                    ).

● Irrtumswahrscheinlichkeit: (siehe Folie 11)

● Teststatistik (Anm.: Streng formuliert für die Bestimmung einer unteren Schanke):

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-1: Zweistichprobentest
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● Hypothese: Hochschulabsolventinnen erhalten bei gleicher Varianz niedrigere Anfangsge-
hälter (    ) als Hochschulabsolventen (    ). Die Überprüfung erfolgt durch zwei Zufallsstich-
proben jeweils vom Umfang                     . 

●      : „Die Gehälter der Absolventinnen sind gleich oder höher“ (                    ).

● Teststatistik (Anm.: Streng formuliert für die Bestimmung einer unteren Schanke):

● Irrtumswahrscheinlichkeit:

● Stichprobenergebnisse:

(siehe Folie 11)

(siehe Folie 5)

d.h.      kann durch diese Stich-
probe nicht widerlegt werden.

Zurück zu Folie 33

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2: Varianzanalyse
30/65

● Hypothese: In einer Untersuchung zur Verkehrssituation in der Innenstadt geben zufällig 
Befragte ein Punkturteil ab (je höher, desto positiver). Die Untersuchung wird getrennt für 
Innenstadtbewohner (                   ) und Pendler (                  ) vorgenommen. Ist die Bewer-
tung innerhalb beider Personengruppen gleich?

●      : „Beide Gruppen beurteilen die Verkehrsituation gleich“ (                    ).

● Wir führen diesen Test zuächst als F-Test durch:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2: Varianzanalyse
31/65

●      : „Beide Gruppen beurteilen die Verkehrsituation gleich“ (                    ).

Diese Teststatistik folgt der Fisher-Verteilung, für 
den Quotienten zweier    -verteilter Zufallsgrößen:

●           entspricht den Freiheitsgraden der 
Verteilung im Zähler. 

●           entspricht den Freiheitsgraden der 
Verteilung im Nenner. 

● Die einfachste Art die CDF zu           aus-
zuwerten ist mit Hilfe von scipy. Alternativ 
können Sie die Werte aus Tabellen ausle-
sen.

● Es handelt sich hierbei um einen F-Test.

● Hypothese: In einer Untersuchung zur Verkehrssituation in der Innenstadt geben zufällig 
Befragte ein Punkturteil ab (je höher, desto positiver). Die Untersuchung wird getrennt für 
Innenstadtbewohner (                   ) und Pendler (                  ) vorgenommen. Ist die Bewer-
tung innerhalb beider Personengruppen gleich?

● Wir führen diesen Test zuächst als F-Test durch:

NB: Dies ist ein Test auf                  .

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://de.wikipedia.org/wiki/F-Verteilung
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.f.html
https://de.wikibooks.org/wiki/Statistik:_Tabelle_der_F-Verteilung
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Beispiel-2: Varianzanalyse
32/65

● Irrtumswahscheinlichkeit:

● Stichprobenergebnisse:

● Testentscheidung:      ist widerlegt (                  ), die Verkehrssituation wird unterschiedlich 
bewertet. 

Z.B. bestimmt mit: 
scipy.stats.f.cdf(3.968, 1, 75).

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.f.html
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest
33/65

●      : „Beide Gruppen beurteilen die Verkehrsituation gleich“ (                    ).

● Sie können den Test auch auf der Teststatistik von Folie 29 durchführen:

● Hypothese: In einer Untersuchung zur Verkehrssituation in der Innenstadt geben zufällig 
Befragte ein Punkturteil ab (je höher, desto positiver). Die Untersuchung wird getrennt für 
Innenstadtbewohner (                   ) und Pendler (                  ) vorgenommen. Ist die Bewer-
tung innerhalb beider Personengruppen gleich?

Anm.: Achtung im Gegensatz zu Folie 29 
steht hier ein Betragsstrich im Zähler. Wir 
führen nämlich einen zweiseitigen Test 
durch.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest
34/65

● Irrtumswahscheinlichkeit:

● Stichprobenergebnisse:

(diesesmal zweiseitig! Siehe Folie 11)

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest
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● Irrtumswahscheinlichkeit:

● Stichprobenergebnisse:

● Testentscheidung:      ist widerlegt (                  ), die Verkehrssituation wird unterschiedlich 
bewertet. 

(diesesmal zweiseitig! Siehe Folie 11)
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Beispiel-2 als Zweistichprobentest
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● Irrtumswahscheinlichkeit:

● Stichprobenergebnisse:

● Testentscheidung:      ist widerlegt (                  ), die Verkehrssituation wird unterschiedlich 
bewertet. 

(diesesmal zweiseitig! Siehe Folie 11)
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Wichtigste Hypothesentests in der (Teilchen-)physik

● Ist die Energiedeposition eines Teilchens mit vorgegebenem Impuls in Materie kompatibel 
mit der Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?

35/65

EPJC 75 (2015) 226
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● Weisen die Daten auf die Existenz eines neues Teilchens hin?

EPJC 75 (2015) 226

EPJ C 74 (2014) 3076

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://arxiv.org/pdf/1504.00024.pdf
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-014-3076-z
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mit der Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?
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EPJC 75 (2015) 226

● Sind zwei oder mehrere Messungen der vermeintlich gleichen physikalischen Größe 
miteinander kompatibel?

EPJ C 74 (2014) 3076

CMS Summary (May 2019)

● Weisen die Daten auf die Existenz eines neues Teilchens hin?

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://arxiv.org/pdf/1504.00024.pdf
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-014-3076-z
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Zweihypothesen Poisson Test

● Ein wichtiger Test in der Teilchenphysik, den wir im Folgenden eingehender diskutieren 
werden, ist der Zweihypothesen Test basierend auf der Poisson Zählstatistik, z.B.:

36/65

● Weisen die Daten auf die Existenz eines neues Teilchens hin?

● In diesem Fall haben wir zwei Hypothesen, z.B.:

EPJ C 74 (2014) 3076

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-014-3076-z
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Lemma von Neyman-Pearson (einfache Hypothesen)
37/65

● Das Lemma von Neyman-Pearson gilt nur für einfache Hypothesen, es lässt sich jedoch auf 
zusammengesetzte Hypothesen verallgemeinern (siehe Folie 38).

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Lemma von Neyman-Pearson (zusammengesetzte Hyp.)
38/65 Zurück zu Folie 57

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Theorem von Wilks
41/65

Annals Math. Statist. 9 (1938) 1

● Beispiel: Zählexperiment mit einem Signal (s) zusätzlich zu bekanntem Untergrund (b)

   -Verteilung mit einem 
Freiheitsgrad

● D.h. wenn Sie sich sicher sind, dass Ihre Stichprobe den Anforderungen von Wilks‘ 
Theorem entspricht, können Sie p-Werte und Irrtumswahrscheinlichkeiten analytisch, d.h. 
ohne die Auswertung von Pseudo-Experimenten bestimmen. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://inspirehep.net/literature/1247197
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Beispiel-1: Zählexperiment mit Poisson-Statistik
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● Hypothesentest: Kleines Signal    auf bekanntem Untergrund           .

Anm.:Wir bestimmen    für         
a posteriori aus                 . 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-1: Zählexperiment mit Poisson-Statistik
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● Nach dem Theorem von Willks gilt:

● NB: Man erkennt aus dieser Rechnung, dass die altbekannte Formel für die Berechnung 
der Signifikanz bei einem einfachen Zählexperiment 

nur näherungsweise gilt. Worin besteht diese Näherung? – in der Annahme               .

(Siehe Folie 41) (Siehe VL-01 Folie 35)

(Siehe Folie 42)

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1318596_download&client_id=produktiv
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● Nach dem Theorem von Willks gilt:

● NB: Man erkennt aus dieser Rechnung, dass die altbekannte Formel für die Berechnung 
der Signifikanz bei einem einfachen Zählexperiment 

nur näherungsweise gilt. Worin besteht diese Näherung? – In der Annahme               .

(Siehe Folie 41) (Siehe VL-01 Folie 35)

(Siehe Folie 42)
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrößen
45/65

● Likelihood:

● Likelihood-Quotient:

● Wir berechnen den Likelihood-Quotienten aus dem Mittelwert     einer Stichprobe normal-
verteilter        der Länge    und dem Erwartungswert      auf der Grundgesamtheit:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrößen
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● Wir berechnen den Likelihood-Quotienten aus dem Mittelwert     einer Stichprobe normal-
verteilter        der Länge    und dem Erwartungswert      auf der Grundgesamtheit:

● Likelihood:

● Likelihood-Quotient:

(Nebenrechnung)

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrößen
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● Wir berechnen den Likelihood-Quotienten aus dem Mittelwert     einer Stichprobe normal-
verteilter        der Länge    und dem Erwartungswert      auf der Grundgesamtheit:

● Likelihood:

● Likelihood-Quotient:

● Die Stichprobenverteilung für     ist bekannt:                                    . Wir interessieren uns für 
die Stichprobenverteilung        , die wir im folgenden durch Variablentransformation                
ermitteln.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrößen
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● NB: Der Wertebereich von        wird zweimal überdeckt, einmal für             und einmal für      
           . Es gilt also:
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrößen
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● NB: Der Wertebereich von        wird zweimal überdeckt, einmal für             und einmal für      
           . Es gilt also:

Zu vergleichen mit:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2: Mittelwert normalverteilter Zufallsgrößen
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● NB: Der Wertebereich von        wird zweimal überdeckt, einmal für             und einmal für      
           . Es gilt also:

Zu vergleichen mit:

● In diesem Beispiel folgt        der    -Verteilung für  
          Freiheitsgrad für beliebige Werte von   . 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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06.4 – Goodness-of-fit Tests

48/65

Eine spezielle Klasse von Hypothesentests sind 
Goodness-of-fit (GoF) Tests. Sie dienen dazu, 
zu überprüfen, ob ein statistisches Modell die 
Daten einer Messung hinreichend beschreiben 
kann. 

06.1. – Hypothesentests in der modernen Physik

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Goodness-of-fit (GoF) Test

● Mit Hilfe des Goodness-of-fit (GoF) Tests überprüfen Sie, ob und in wieweit Ihr Modell die 
Daten Ihrer Messung beschreiben kann.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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● Bestimmung von                   entweder analytisch oder durch vielfache Auswertung von    
        im Rahmen eines Ensemble Tests. 

50/65

Vorgehensweise beim GoF Test

● Die Berechnung des p-Wertes impliziert folgendes Vorgehen:

● In seltenen Fällen ist                   analytisch bekannt, so z.B. beim    -Test nach Pearson, oder 
in Fällen in denen das Theorem von Wilks anwendbar ist. In diesen Fällen kann die Einschät-
zung auch direkt auf Grundlage von         erfolgen.

● (Einmalige) Evaluation von         auf Daten. 

● Bestimmung von    .

● NB: Diese Vorgehensweise ist die beste und sicherste, um ein Modell gegen eine Messung 
zu testen.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Pearson (    )-Test

● Die          entsprechen den Modellvorhersagen, die     den Messungen/Beobachtungen.

●       folgt einer    -Verteilung, d.h.              impliziert, dass das Modell die Daten beschreiben 
kann (siehe VL-04 Folie 18).   

● NB: Dies ist nicht gleichbedeutend damit, dass das Modell der Wahrheit entspricht. 

● Der Pearson Test kann einfach und schnell bei vielen Gelegenheiten angewandt werden. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339156_download&client_id=produktiv
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Beispiel-1: Test auf Unabhängigkeit
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● Hypothese: Bei einer Umfrage zur Rentenreform soll in Abhängigkeit vom Alter die Zustim-
mung (-1 ablehnend, 0 neutral +1 zustimmend) erfasst werden. Man vermutet, dass das 
Alter einen Einfluss auf die Zustimmung hat.

●      : „Die Häufigkeiten in der folgenden Kontingenztabelle der Grundgesamtheiten 
unterscheiden sich nicht von der Erwartung für statistische Unabhängigkeit “ 
(                       ).

● Testfunktion:

● Irrtumswahrscheinlichkeit:

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://de.wikipedia.org/wiki/Kontingenztafel
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Beispiel-1: Test auf Unabhängigkeit
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● Stichprobenergebnis (Befragung von 250 Personen):

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-1: Test auf Unabhängigkeit
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● Stichprobenergebnis (Befragung von 250 Personen):

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel: Test auf Unabhängigkeit
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● Testentscheidung:      ist widerlegt (            ). 

● Es besteht also eine Korrelation zwischen Alter und Zustimmung zur Rentenreform. 
Welcher Art diese Korrelation ist und wie sie interpretierbar ist, sollte Bestandteil weiterer 
Untersuchungen sein.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms
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● Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem 
zugrundeliegenden Verlauf                                  :

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit 
VL-04 Folie 18)

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339156_download&client_id=produktiv
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms
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● Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem 
zugrundeliegenden Verlauf                                  :

Polynom 1. Ordnung

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit 
VL-04 Folie 18)

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339156_download&client_id=produktiv
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms
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● Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem 
zugrundeliegenden Verlauf                                  :

Polynom 2. Ordnung

Polynom 1. Ordnung

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit 
VL-04 Folie 18)

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339156_download&client_id=produktiv
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv


Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms
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● Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem 
zugrundeliegenden Verlauf                                  :

Polynom 3. Ordnung

Polynom 2. Ordnung

Polynom 1. Ordnung

Polynom 0. Ordnung (Vergleiche mit 
VL-04 Folie 18)

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339156_download&client_id=produktiv
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Beispiel-2: Anpassung eines Polynoms
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● Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteilung mit dem 
zugrundeliegenden Verlauf                                  :

Polynom 4. Ordnung

Polynom 3. Ordnung

Polynom 2. Ordnung

Polynom 1. Ordnung

Polynom 0. Ordnung

● Halten Sie bei Anpassungen die An-
zahl nicht a priori motivierter Parame-
ter so gering wie möglich. 

● Werte von              können nicht nur 
auf überschätzte Unsicherheiten son-
dern auch auf „overfitting“ hindeuten.

● Beachten Sie: Bei guter Abdeckung 
Ihrer Unsicherheiten berühren ~32% 
der Datenpunkte die angepasste 
Kurve i.a. nicht mir ihren Fehlerbalken 
(siehe Folie 11).

(Vergleiche mit 
VL-04 Folie 18)

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1339156_download&client_id=produktiv
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Likelihood-Quotient

● Der sogenannte saturierte Modelltest erweitert den    -Test nach Pearson zu einem allge-
meinen Likelihood basierten Test. 

Zu testendes 
Modell

Im rechten Bsp. hätte das 
saturierte Modell 25 Para-
meter und würde so durch 
jeden Messpunkt gehen. 

● Die Teststatistik ist der Likelihood-Quotient: 

Modell mit ebenso vielen 
Parametern wie Messungen 
(sog. „saturiertes Modell“)

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Likelihood-Quotient

● Der sogenannte saturierte Modelltest erweitert den    -Test nach Pearson zu einem allge-
meinen Likelihood basierten Test. 

● Die Teststatistik ist der Likelihood-Quotient: 

Evaluation der Likelihood unter Annahme 
normalverteilter Einzelereignisse:

● D.h. für Histogramme ohne weitere systematischen Unsicherheiten, für die die Unsicherhei-
ten der Messpunkte normalverteilt sind erhält man                   zurück.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Tests auf der CDF

● Die Teststatistik      ist nur sensitiv auf die Abstände der Erwartung von den Messpunkten, 
nicht auf deren „Richtung“. (Warum ist dies so?)

● Dies können Sie mit Tests erreichen, die auf die kummulative (CDF) und die empirische 
(EDF) Verteilungsfunktion sensitiv sind. Wir diskutieren als Beispiel eines solchen Tests 
den Kolmogorov-Smirnov-Test (KS).

● Es kann somit vorkommen, dass Sie bin-korrelierte Trends nicht mit einem auf       oder        
basierten Test erfassen. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://de.wikipedia.org/wiki/Kolmogorow-Smirnow-Test
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Vergleich zweier Verteilungsfunktionen 

Sind diese Daten mit 
dem Modell statistisch 
kompatibel?

Was sagt ihr Auge?

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Vergleich zweier Verteilungsfunktionen 

Sind diese Daten mit 
dem Modell statistisch 
kompatibel?

Der     -Test sagt – ja!

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Stat. Kompabilität und Trends

● Diesen Trend erfassen Sie durch den Vergleich der 
CDF des Modells mit der EDF der Daten.

● Für dieses Bsp. wurden die Daten basierend auf 
einer Normalverteilung mit            1000-mal zufällig 
gesampled. Der Vergleich erfolgt mit einem Modell 
mit               . 

● Wie Sie sehen, ist das Modell mit                nach      
mit den Daten kompatibel. Es liegt jedoch, wenn Sie 
genau hinsehen, auf der linken Flanke systematisch 
unter- und auf der rechten Flanke oberhalb der 
Daten. 

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Kolmogorov-Smirnov-Test

● Diesen Trend erfassen Sie durch den Vergleich der 
CDF des Modells mit der EDF der Daten.

● Den p-Wert für vorgegebene Werte von        können 
Sie aus Tabellen auslesen.

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://web.archive.org/web/20160818104718/http://www.mathematik.uni-kl.de/~schwaar/Exercises/Tabellen/table_kolmogorov.pdf
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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● Den p-Wert für vorgegebene Werte von        können 
Sie aus Tabellen auslesen.
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Kolmogorov-Smirnov-Test

● Diesen Trend erfassen Sie durch den Vergleich der 
CDF des Modells mit der EDF der Daten.

Die sicherste Art einen p-Wert für 
einen beobachteten Wert             
zu ermitteln, besteht aber auch 
hier wieder in einem Ensemble 
Test.

Ein lauffähiges RooT macro finden Sie hier. 

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://web.archive.org/web/20160818104718/http://www.mathematik.uni-kl.de/~schwaar/Exercises/Tabellen/table_kolmogorov.pdf
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1348379_download&client_id=produktiv
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Kompatibilität: Higgs@CMS
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● Event categories       :

● Nuisance parameters:

● 16 MB binary file of stat. model 
(~145 MB in human readable form).
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Gezeigt sind hier die 
Run-1 Ergebnisse von 
CMS.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://cds.cern.ch/record/1471016/files/plb.716.30.pdf
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.89.092007
https://cds.cern.ch/record/1471016/files/plb.716.30.pdf
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-015-3351-7
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2014)096
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-015-3351-7
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP05(2014)104
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Zusammenfassung
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● Grundlagen und Begriffe des Hypothesentests.

● Fehler 1. und 2. Art.

● Klassische Beispiele und Anwendungen.

● Goodness of fit (GoF) Test.

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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